24 ea 
Ta Re 
rind Knie 
Br + 


er Por 
re 
ee rt 
EHI 
ee 2 
na dich 4 
ar Kae 
ee he 
Re 
ER ae 


. * Es ' “e vr. 
rn ha En a 
Dun %r B 
N RRFRNET 
fe ’ 
Arme : nie 
wat 


«2° 


% 
en 


art 
® vier | 


% Ir 
ee Be 
er 


N 
RENT LEN ie. 
RER et a e 
N a ; 
EN? SELTEN UCgRw Ehe 
sk kr nn ein B Pi 
or 5 = ; | 
Pa . m = 5 BE | 
} ES rn 
Be BR 
ER Pe 
ne BR e ipe 
ae a Een 
f Be 


u 
a Er “ 
ee 
ieaar hend 
Fi 
Kir 


3 
BER: 
Pu | 
che pa en ! 
3 EN wi 

Ben 3 


File Fer 
Ra har j 
x Bu rTasee?) FR 
“une” a aa i 
H w i 
vr i Bern 
va e 
ee a 
7 ‚9 
u =R 
“ a Y# 
DE h 
A . ie N 
Lu ni 
* 
7 


* I 
DR 
ei wa 
DET RNTEE MEHENE hapEUe 
Dee Ba Er 
sr DSH Re 
STR rd Hr r | 
4 re | | 
Kr 4 ei er | 
ae R | 
NE 
i Ä ? Kart & ii Hi I 
u. / Ä | | 
ae Bi 
h = & : 
er ; 


er 

a 

BETA 
BR 


RER HE 
A REReN 
et 

BUFMRR 
1 Kae 


ar Han 
rh 
rpm 
PrrAh 


eg 
uarr 
u s h 
Er 
Hein 
a 
Her! . 
” r I 
5 h 
y 7 hehe 
SE so 
\ ai 
“ 


Ve 
PR ERtETee 
Rue, 


RER, 
Keeet 
i Y hr 
re 
7 Hin 
h ee 
RZ Fi w Art 


en 
RShhe hehe te 
. JE ER ni 
h) ee 
hr 


er ROR 
ERRANL SR 
Bi Ba a trh 


Pam 
PRaETEr 
R # 


3 
Tau, 
orte 


Fr 


Para, 
: Iw 
ey] di 
hr 
ka: 
ira 


a 
R 
at 
Er 

Rt: 
Der 


“ 
Eya7 
re 
} ” 
ir FR er 
ar 
Kr K 


zer? 
Br ter 
A Are Ar ER 
a ee ER BE REEZ “ 
ee EN er 


ac iuett 
verr olm 
astra en 
Be 
‘ re = 
ie i | 
= a 
SE" St ae 
tie sie Y ln 
Er & 
Pag: ar 
en Eee 
re A 
Se 


ET IRRREREN 
ars RER . H wenn an 
7 rel 
ya 
K j> z 
« a | 
’ \r Be 
$ runs PT 
yrry or vtade re at 
’ den Voewradee er 
er A re Bra 


2 
rest 
RRRTE 
yn viriee S 
re 
ren‘ 


RARY 


RSITY OF 
FORNIA 


Te 


C. G. J. JACOBTS 


GESAMMELTE WERKE 


HERAUSGEGEBEN AUF VERANLASSUNG DER KÖNIGLICH 
PREUSSISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN. 


SUPPLEMENTBAND. 


HERAUSGEGEBEN 


voN 


EELOTTNER. 


VORLESUNGEN ÜBER DYNAMIK. 


BERLIN. 
DRUCK UND VERLAG VON G. REIMER. 
1834. 


RA FRE 


ee 
Se 


a 


SER 
pn 
RER 
Be 


er Pe 
REN 
BE aa } 


Aus 
NER 


ne 


j% 
5 
ei 


sr wordt. 


x 


Der vorliegende Supplementband zu U. G. J. Jacobi’s ge- 
sammelten Werken enthält die im Jahre 1866 von A. Olebsch 
herausgegebenen „Vorlesungen über Dynamik“ in einer zweiten, 
revidirten Ausgabe, ohne die damals ihnen beigefügten fünf Abhand- 
lungen aus Jacobi’s Nachlasse. Die letzteren müssen nämlich, nach 
dem für die Herausgabe der Jacobischen Werke festgestellten Plane, 
in diesen ihren Platz finden und werden, mit der ebenfalls von 
Clebsch herausgegebenen grossen Abhandlung „Nova methodus, 
aequationes differentiales partiales primi ordinis inter 
numerum variabilium quemcungque propositasintegrandi“ 
und einigen kleineren vereinigt, den Inhalt des fünften Bandes 
bilden. 

Wie in der Vorrede zur ersten Ausgabe der „Vorlesungen“ 
bemerkt worden ist, liegen denselben die von Jacobi im Winter- 
semester 1842—43 an der Universität zu Königsberg gehaltenen und 
von seinem damaligen Zuhörer C. W. Borchardt mit grosser Sorg- 
falt und Treue ausgearbeiteten Vorträge zu Grunde Die von 
Clebsch bei der Herausgabe an dem Borchardt'schen Texte vorge- 
nommenen Veränderungen betreffen durchweg nur Aeusserliches. 


»nan 


PAS: VI STERER, 


Auch der Herausgeber der neuen Ausgabe, Herr E. Lottner, hat 
nur an einigen Stellen, wo er den Ausdruck nicht genau oder nicht 
deutlich genug fand, leichte stylistische Aenderungen angebracht, 
im Uebrigen aber sich darauf beschränkt, die in der ersten Aus- 
gabe stehen gebliebenen, nicht zahlreichen Druck- und Rechen- 


fehler zu berichtigen. 


15. März 1884. 


Weierstrass. 


7 


Inhaltsverzeichniss. 


en 2 nn ee 


Zweite Vorlesung. Die Differentialgleichungen der Bewegung. Symbolische Formel für dieselben. 
nme ee 
Dritte Vorlesung. Das Prineip der Erhaltung der Bewegung des Sehwerpunkts. . . ...... 
Vierte. Vorlesung. Das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft. . .. 2.2... 2 2 2 2.2. 
Fünfte Vorlesung. Das Prineip der Erhaltung der Flächenräume. . . 2.2.2 2 2 2 2 2 2 2.0. 
Beenate Yorksaung, Das Prineip der kleinsten Wirkung. . . . 222... 22 2. 2.22 Sr. 


Siebente Vorlesung. Fernere Betrachtungen über das Prineip der kleinsten Wirkung. Die Za- 
RER ae see ger ier e en 
Achte Vorlesung. Das Hamilton’sche Integral und die zweite Zagrange’sche Form der dynamischen 
na te ER 
Neunte Vorlesung. Die Hamilton’sche Form der Bewegungsgleichungen. . . ». 2» 2 2 2 22.0. 


Zehnte Vorlesung. Das Prineip des letzten Multiplieators. Ausdehnung des Euler’schen Multi- 
plicators auf drei Veränderliche. Aufstellung des letzten Multiplicators für diesen Fall. 


Elfte Vorlesung. Uebersicht derjenigen Eigenschaften der Determinanten, welche in der Theorie 
a  RNIGDMERKOES baatzt werden. ! 2. Irre ne 
Zwölfte Vorlesung. Der Multiplicator für Systeme mit beliebig vielen Veränderlichen. 5 
Dreizehnte Vorlesung. Functionaldeterminanten. Ihre Anwendung zur Aufstellung der partiellen 
a a Bas Mullipliestor. nee. a rn D. 


Vierzehnte Vorlesung. Die zweite Form der den Multiplieator definirenden Gleichung. Die Multi- 
plieatoren der stufenweise redueirten Systeme von Differentialgleichungen. Der Multiplicator bei 


a a a 
Funfzehnte Vorlesung. Der Multiplicator für Systeme von Differentialgleichungen mit höheren 
Differentialquotienten. Anwendung auf ein freies System materieller Punkte...» 2». .... 
Sechszehnte Vorlesung. Beispiele für die Aufsuchung des Multiplicators. Anziehung eines Punkts 
nach einem festen Centrum im widerstehenden Mittel und im leeren Raum...» 2 2... ... 
Siebzehnte Vorlesung. Der Multiplicator für die Bewegungsgleichungen unfreier Systeme in der 
EB a a a a ee ee ee 
Achtzehnte Vorlesung. Der Multiplicator für die Bewegungsgleichungen unfreier Systeme in der 
RE ER RE Ra N a a ER ER ET g erare, A 
Neunzehnte Vorlesung. Die Hamilton’sche partielle Differentialgleichung und ihre Ausdehnung 
a BR ne Re ee ee ee 


Zwanzigste Vorlesung. Nachweis, dass die aus einer vollständigen Lösung der Hamilton’schen 
partiellen Differentialgleichung abgeleiteten Integralgleichungen dem Systeme gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen wirklich genügen. Die Hamilton'sche Gleichung für den Fall der freien Be- 


Einundzwanzigste Vorlesung. Untersuchung des Falles, wo 2 nicht explieite vorkommt. 

Zweiundzwanzigste Vorlesung. Zagrange’'s Methode der Integration der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen. Anwendung auf die mecha- 
nischen Probleme, welche nur von zwei Bestimmungsstücken abhängen. Die freie Bewegung eines 
Punkts in der Ebene und die kürzeste Linie auf einer Oberfläche... . » 2.2.2.2... 


* 


— vi — 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. Reduetion der partiellen Differentialgleichung für een 
Probleme, in welchen das Prineip der Erhaltung des Schwerpunkts gilt. . » 2» 2.22.22 .. 
Vierundzwanzigste Vorlesung. Bewegung eines Planeten um die Sonne Lösung des Problems 

in Polaseopattantan a ae ee ee a a A 
Fünfundzwanzigste Vorlesung. Lösung dalien Problems durch Einführung der Abstände 
des Planeten. von zwii: Fonten Punkten. Sn a en ee 
Sechsundzwanzigste Vorlesung. Elliptische Coordinaten.. ». 22. .2ernenenen 
Siebenundzwanzigste Vorlesung. (eometrische Bedeutung der elliptischen Boden in der 
Ebene und im Raume. Quadratur der Oberfläche des Ellipsoids. Reectification seiner Krümmungs- 
ES EEE TS TE a De Ehre ee N ET ER 
Achtundzwanzigste Carkesun g. Die kürzeste Linie auf dem dreiaxigen Ellipsoid. Das Problem 
der Kartenprojection. 1. en en a re A ee ner 
Neunundzwanzigste Vorlesung. Anziehung eines Punktes nach zwei festen Centren.. .... 

Dreissigste Vorlesung. Das Adel’sche-Theorem.. » - u - 2 un sa sa 2 a 
Einunddreissigste Vorlesung. Allgemeine Untersuchungen über die partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Die verschiedenen Formen der Integrabilitätsbedingungen. . . . . 
Zweiunddreissigste Vorlesung. Direeter Beweis für die allgemeinste Form der Integrabilitäts- 
bedingungen. Einführung der Funetionen 7, welche, willkürlichen Constanten gleichgesetzt, die 

p als Funetionen der q bestimmen... I 0 ee 
Dreiunddreissigste Vorlesung. Ueber simultane Lösungen zweier linearen partiellen Differential- 
gleichungen. . :.. » . 0.0 ee a a em er 
Vierunddreissigste Vorlesung. Anwendung der vorhergehenden Untersuchung auf die Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und insbesondere auf den Fall der Mechanik. 
Satz über das aus zwei gegebenen Integralen der dynamischen Differentialgleichungen herzuleitende 
dritte Integral; era se ee te Be a N ae ee 
Fünfunddreissigste Vorlesung. Die beiden Klassen von Integralen, welche man nach der 
Hamilton’schen Methode für die mechanischen Probleme erhält. Bestimmung der Werthe von (y, %) 
far dieselben... 2 a Se ae ae ee ee ae ae Re 
Sechsunddreissigste Vorlesung. Die: Störungsthegrie. ».... „un sau. sn zn 
. 2 > Integration der nicht linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, von 
:RAEOSCHE 0 we fee ee a ee 


Vorlesungen über Dynamik. 


Erste Vorlesung. 


Einleitung. 


Diese Vorlesungen werden sich mit den Vortheilen beschäftigen, welche 
man bei der Integration der Differentialgleichungen der Bewegung aus der be- 
sonderen Form dieser Gleichungen ziehen ‘kann. In der „Mecanique analytique“ 
findet man Alles, was sich auf die Aufgabe bezieht, die. Differentialgleichungen 
aufzustellen und umzuformen, allein für ihre Integration ist sehr | wenig ge- 
schehen. Die in Rede stehende Aufgabe ist kaum gestellt; das Einzige, was 
man dahin rechnen kann, ist die Methode der Variation der Constanten, eine 
Näherungsmethode, welche auf der besonderen Form der in der Mechanik vor- 
kommenden Differentialgleichungen beruht. 

Unter der grossen Menge von Aufgaben, welche die Mechanik darbietet, 
wollen wir nur diejenigen betrachten, welche sich auf ein System von n ma- 
teriellen Punkten beziehen, d.h. von » Körpern, deren Ausdehnung man ver- 
nachlässigen kann und deren Masse man im Schwerpunkt befindlich annimmt. 
Wir wollen ferner nur solche Probleme berücksichtigen, bei welchen die Be- 
wegung allein von der Configuration der Punkte und nicht von ihrer Geschwindig- 
keit abhängt. Hierdurch sind also namentlich alle Probleme ausgeschlossen, bei 
welchen der Widerstand in Rechnung zu ziehen ist. 

Wir werden zuerst die Differentialgleichungen für die Bewegung eines 
solchen Systems aufstellen und dann die Principe durchgehen, welche für das- 
.. selbe gelten. Diese Principe sind: 

Das Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes. 
Das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 
Das Princip der Erhaltung der Flächenräume. 


ER 


Das Prineip der kleinsten Wirkung oder, wie es besser heissen sollte, 
des kleinsten Kraftaufwandes. 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 1 
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Die drei ersten dieser Prineipe geben Integrale des aufgestellten Systems 
von Differentialgleichungen; das letzte Prineip giebt kein Integral, sondern nur 
eine symbolische Formel, in welche das System von Differentialgleichungen sich 
zusammenfassen lässt. Dasselbe ist aber darum nicht minder wichtig, Lagrange. 
hat sogar ursprünglich aus ihm alle seine Resultate in der Mechanik hergeleitet. 
Später, als er dieselben streng begründen wollte, verliess er das Prineip der 
kleinsten Wirkung und nahm (zuerst in der von der Pariser ‘Akademie ge- 
krönten Preisschrift über die Libration des Mondes, dann aber vorzüglich in 
der „Mecanique analytique*) das Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten zur 
Basis seiner Entwickelungen. So wurde also das Prineip der kleinsten Wirkung, 
welches die Mutter aller neuen Resultate gewesen war, zu geringfügig behandelt. 

Ich habe ein neues Prineip der Mechanik hinzugefügt, welches darin mit 
den Prineipen der Erhaltung der lebendigen Kraft und dem der Flächenräume 
übereinstimmt, dass es ein Integral giebt, aber im Uebrigen ganz anderer Natur 
ist. Erstens ist es allgemeiner als jene Principe; denn .es gilt, sobald die 
Differentialgleichungen nur die Coordinaten enthalten; ferner: während jene 
Principe erste Integrale der Form geben: Function der Coordinaten und ihrer 
Differentialquotienten gleich einer Constanten, Integrale also, aus deren Diffe- 
rentiation Gleichungen fliessen, die durch Benutzung der gegebenen Differential- 
gleichungen identisch Null werden, liefert das neue Prineip bei Voraussetzung 
der vorhergehenden Integrale das letzte. Nach diesem Principe kann man näm- 
lich unter der Annahme, dass ein Problem der Mechanik auf eine Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen zwei Variablen zurückgeführt ist, den Multi- 
plicator derselben allgemein angeben. 

In Fällen, wo die übrigen Principe ein Problem auf eine Differential- 
gleichung erster Ordnung zurückführen, wird also durch das neue Prineip die 
Aufgabe vollständig gelöst. Hierher gehört das Problem der Anziehung eines 
Punktes nach einem festen Centrum, wobei das Gesetz der Anziehung beliebig 
ist, ferner das der Anziehung nach zwei festen Centren, vorausgesetzt, dass die 
Anziehung nach dem Newtonschen Gesetz stattfindet, und die Rotation eines 
von keinen äusseren Kräften sollieitirten Körpers um einen Punkt. Bei der An- 
ziehung nach zwei festen Centren ist freilich ausser der Anwendung der älteren 
Principe ein von Euler durch besondere Kunstgriffe gefundenes Integral nöthig, 
durch welches erst das Problem auf eine Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Variablen zurückgeführt wird; aber diese Gleichung ist äusserst 
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complicirt, und ihre Integration ist eines der grössten Meisterwerke Zulers. 
Durch das neue Prineip ergiebt sich ihr Multiplicator von selbst. 

Besonders hervorzuheben ist diejenige Olasse von Problemen, für welche 
zugleich das Prineip der lebendigen Kraft und das Princip der kleinsten Wirkung 
silt. Hamilton hat nämlich bemerkt, dass man in diesem Falle die Aufgabe 
auf eine nicht lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung zurückführen 
kann. Hat man eine vollständige Lösung derselben gefunden, so ergeben sich 
sofort alle Integralgleichungen. Die durch die partielle Differentialgleichung 
definirte Function nennt Aamilton die charakteristische Function. 

Hamalton hat den schönen Zusammenhang, den er gefunden hat, etwas 
unzugänglich gemacht und verdunkelt, und zwar dadurch, dass er seine cha- 
rakteristische Funetion noch zugleich von einer zweiten partiellen Differential- 
gleichung abhängen lässt. Die Hinzufügung dieser Bestimmung macht die ganze 
Entdeckung unnöthig complieirt, da eine genauere Untersuchung zeigt, dass die 
zweite partielle Differentialgleichung vollkommen überflüssig ist. 

Wir wollen zur Unterscheidung folgende Bezeichnungen einführen: Die 
Integrale der gewöhnlichen Differentialgleichungen wollen wir Integrale oder 
Integralgleichungen nennen, die Integrale der partiellen Differentialgleichung 
dagegen "Lösungen. Ferner wollen wir bei einem System von Differential- 
gleichungen Integrale und Integralgleichungen unterscheiden. Integrale seien 
diejenigen ersten Integrale, welche die Form haben: Function der Coordinaten 
und ihrer Differentialquotienten gleich einer Constanten, und deren Differential- 
quotient mit Benutzung des gegebenen Systems von Differentialsleichungen 
identisch gleich Null wird, ohne dass man andere Integrale zu Hülfe ruft; 
Integralgleichungen heissen alle übrigen Integrale. In diesem Sinne geben also 
die Principe der lebendigen Kraft und der Flächenräume Integrale und nicht 
Integralgleichungen. 

Durch die Hamiltonsche Entdeckung hat das System der Integral- 
gleichungen der mechanischen Probleme eine sehr merkwürdige Form erhalten. 
Wenn man nämlich die charakteristische Function nach den willkürlichen Con- 
stanten, welche sie enthält, differentürt, so giebt dies die Integralgleichungen 
des gegebenen Systems, von Differentialgleichungen. Dies ist analog dem Satz 
von Lagrange, wonach sich die Differentialgleichungen eines Problems, für welches 
das Prineip der kleinsten Wirkung gilt, als partielle Differentialquotienten einer 
einzigen Grösse darstellen lassen. Obgleich nun Hamalton die in Rede stehende 
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Form der Integralgleichungen, welche sie vermittelst der charakteristischen. 
Function annehmen, aufgestellt hat, so hat er doch nichts zur Auffindung der 
letzteren gethan. Hiermit werden wir uns beschäftigen und mit Hülfe der ge- 
wonnenen Resultate die Anziehung nach einem festen Centrum, nach zwei festen 
Centren und die Bewegung eines der Schwere nicht unterworfenen Punktes auf 
dem dreiaxigen Ellipsoid (deren Bestimmung mit der Auffindung der kürzesten 
Linie auf dem Ellipsoid. übereinkommt) behandeln. 

Der von Hamilton entdeckte Zusammenhang giebt auch neue Aufschlüsse 
über die Methode der Variation der Constanten. Diese Methode beruht auf 
Folgendem: Die Integrale eines Systems von Differentialgleichungen der Dynamik 
enthalten eine gewisse Anzahl willkürlicher Constanten, deren Werthe in jedem 
besonderen Falle durch die Anfangspositionen und Anfangsgeschwindigkeiten der 
sich bewegenden Punkte bestimmt werden. Bekommen nun die letzteren während 
der Bewegung Stösse, so ändern sich dadurch nur die Werthe der Constanten, 
die Form der Integralgleichungen bleibt dieselbe. Bewegt sich z. B. ein Planet 
in einer Ellipse um die Sonne, und bekommt er während der Bewegung einen 
Stoss, so wird er sich nun im eimer neuen Ellipse oder vielleicht auch in einer 
Hyperbel, jedenfalls in einem Kegelschnitt bewegen, die Form der Gleichung 
bleibt dieselbe. Treten nun solche Stösse nicht momentan auf, sondern werden 
sie continuirlich fortgesetzt, so kann man die Sache so ansehen, als ob die 
Constanten sich continuirlich änderten, und zwar so, dass diese Aenderungen 
die Wirkung der störenden Kräfte genau darstellen. Diese Theorie der Variation 
der Constanten wird in dem Verlauf unserer Untersuchung in einem neuen Lichte 


erscheinen. 


"Das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft umfasst eine grosse 
Klasse von Problemen, unter welche namentlich das Problem der drei Körper 
gehört, oder allgemeiner das Problem der Bewegung von n Körpern, welche 
sich gegenseitig anziehen. 

Jemehr man in die Natur der Kräfte eindringt, desto mehr reducirt man 
Alles auf gegenseitige Anziehungen und Abstossungen, desto wichtiger wird also 
das Problem, die Bewegung von n Körpern zu bestimmen, welche sich gegen- 
seitig anziehen. Dieses Problem gehört in die Kategorie derjenigen, auf welche 
unsere Theorie anzuwenden ist, d. h. welche sich auf die Integration einer 
partiellen Differentialgleichung zurückführen lassen. Man erkennt hieraus die 
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Nothwendigkeit, die partiellen Differentialgleichungen zu studiren; aber seit 
30 Jahren*) hat man sich nur mit den linearen partiellen Differentialgleichungen 
beschäftigt, während für die nicht linearen nichts geschehen ist. Für drei 
Variablen hat bereits Lagrange das Problem absolvirt; für mehr Variablen hat 
Pfaff eine zwar verdienstliche aber unvollkommene Arbeit geliefert. Nach Pfaff 
muss man zur Lösung der partiellen Differentialgleichung zunächst ein System 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen integriren. Nach Integration derselben 
hat man ein neues System von Differentialgleichungen aufzustellen, welches zwei 
Variablen weniger enthält, dieses wiederum zu integriren u. s. w., und so ge- 
langt man endlich zur Integration der partiellen Differentialgleichung. Hiernach 
hatte also Hamelton durch seine Zurückführung der Differentialgleichung der 
Bewegung auf eine partielle Differentialgleichung das Problem auf ein schwie- 
rigeres zurückgeführt; denn nach Pfaff erfordert die Integration einer partiellen 
Differentialgleichung die Integration einer Reihe von Systemen gewöhnlicher 
Differentialgleichungen, während das mechanische Problem nur die Integration 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen erfordert. Es war daher hier 
die umgekehrte Zurückführung von grösserer Wichtigkeit, wonach eine partielle 
Differentialgleichung sich auf ein einziges System von Differentialgleichungen 
zurückführen lässt. Das erste Pfaffsche System stimmt nämlich mit dem, auf 
welches die Mechanik führt, überein, und es lässt sich nachweisen, dass die 
übrigen Systeme alsdann entbehrt werden können. So wie in diesem Falle 
kehrt sich die Zurückführung eines Problems auf ein anderes sehr häufig um, 
indem der Fortschritt der Wissenschaft das Erste zum Zweiten macht und um- 
gekehrt. Das Wichtige in solchen Zurückführungen ist der Zusammenhang, der 
zwischen zwei Problemen nachgewiesen wird. Der in Rede stehende Zusammen- 
hang lässt erkennen, dass jeder Fortschritt in der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen auch einen Fortschritt in der Mechanik herbeiführen muss. 
Ein tieferes Studium der Differentialgleichungen der Mechanik zeigt, dass 
die Anzahl der Integrationen sich immer auf die Hälfte zurückführen lässt, 
während die andere Hälfte durch Quadraturen ersetzt wird. Es giebt ein merk- 
würdiges Theorem, welches zeigt, dass ein qualitativer Unterschied zwischen 
den Integralen stattfindet. Während nämlich einige Integrale nicht mehr Be- 
deutung haben als Quadraturen, giebt es andere, welche für alle übrigen zu- 


*) Diese Vorlesungen wurden im Winter 1842—43 gehalten. C. 
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sammengenommen gelten -können. Dies Theorem lässt‘ sich folgendermassen 
aussprechen: Kennt man ausser dem durch das Princip der lebendigen Kraft ge- 
gebenen Integral noch zwei Integrale der dynamischen Gleichungen, so kann man 
aus diesen beiden ein drittes finden. Ein Beispiel hiervon sind die sogenannten 
Flächensätze in Bezug auf die drei Coordinatenebenen; gelten von diesen zwei, 
so lässt sich der dritte daraus ableiten. 

Hat man nach dem angeführten allgemeinen Satze aus zwei Integralen 
ein drittes gefunden, so lässt sich hieraus und aus einem der früheren ein viertes 
finden, u. s. w. bis man auf eines der gegebenen zurückkommt. Es giebt In- 
tegrale, welche bei dieser Operation das ganze System der Integralgleichungen 
erschöpfen, während bei anderen sich der Cyelus früher schliesst. Dieses 
Fundamentaltheorem ist schon seit 30 Jahren zugleich gefunden und verborgen. 
Es rührt nämlich von Porsson her und war auch Lagrange bekannt, der in dem 
erst nach senem Tode erschienenen zweiten Theil der „Mecanique analytique“ 
dasselbe als Hülfssatz brauchte”). Aber dieser Satz ist immer in einer ganz 
anderen Bedeutung genommen worden; er sollte nur zeigen, dass in einer Ent- 
wickelung gewisse Glieder unabhängig von der Zeit seien, und es war keine ge- 
ringe Schwierigkeit, in demselben seine heutige Bedeutung zu sehen. In diesem 
Satze liegt zugleich das Fundament für die Integration der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 


Zweite Vorlesung. 


Die Differentialgleichungen der Bewegung. Symbolische Formel für dieselben. 
Die Kräftefunetion. 

Wir wollen zunächst ein freies System von materiellen Punkten be- 
trachten; wir nennen es ein System, weil wir annehmen, dass die Punkte den 
äusseren Kräften nicht unabhängig von einander Folge leisten, in welchem Falle 
man jeden Punkt für sich betrachten könnte, sondern dass sie gegenseitig auf 
einander einwirken, man also nicht einen ohne die anderen betrachten kann. 
Dies System sei ferner ein freies, d. h. ein solches, in welchem die Punkte den 
Einwirkungen der Kräfte ohne Hinderniss folgen. Irgend einer der Punkte des 


*) Mee. anal. Sect. VII. 60, 61. (Band II. p. 70 folgg. der dritten Ausgabe.) 


Be 
Systems habe die Masse m, die rechtwinkligen Coordinaten desselben zur Zeit t 
seien &, y, z, und die Componenten der auf ihn wirkenden Kraft X, Y, Z; dann 
hat man bekanntlich folgende Gleichungen der Bewegung: 


dx d’y d’z 
: ug de =. m BF, 


und ähnliche Gleichungen giebt es für alle Punkte des Systems. Die Grössen 


zZ 


X, Y, Z hängen von den Coordinaten aller n Punkte ab und können auch ihre 
 Differentialquotienten nach der Zeit £ enthalten, was namentlich immer statt- 
findet, sobald der Widerstand in Rechnung zu ziehen ist. 

Die obigen Differentialgleichungen der Bewegung können in eine äusserst 
vortheilhafte symbolische Form dadurch gebracht werden, dass man jede der- 
selben, nachdem man die rechte Seite auf Null gebracht hat, mit einem will- 
kürlichen Factor multiplieirt und die Producte addırt. Man erhält so die 
Gleichung: 


de a’y ) ( d’z ) Kr 
(mas) Hm 4 — Y u ma 2 »+u.8.w=(, 


wo sich das u. s. w. auf ähnliche Glieder bezieht, welche von den übrigen 
Punkten des Systems herrühren. Indem man nun fordert, dass diese Gleichung 
für alle Werthe der Grössen A, u, v ... gelte, repräsentirt dieselbe das ganze 
obige System von Differentialgleichungen. Der Uebersichtlichkeit wegen wollen 
wir die Factoren 4, u, v ... mit da, dy, dzg bezeichnen, wo 2, y, z rein als 
Indices anzusehen sind. Unsere symbolische Gleichung wird dadurch 


2, 2 2 
s!(m 3) de-+(m SUN Y) ay+(m ei, 8] =(), 


dt? dt” 
wo sich die Summe auf alle Punkte des Systems bezieht. Diese Gleichung 
muss also für alle Werthe von dx, dy, dz, ... bestehen. Die symbolische Be- 


zeichnung in derselben ist sehr wichtig; es tritt nämlich häufig der Fall ein, 
dass ein Symbol.als Grösse betrachtet und damit gerechnet und operirt wird, 
wie es überhaupt mit Grössen geschieht; hiervon werden wir später ein Bei- 
spiel haben. 

Eine besondere Behandlung lässt der Fall zu, wo nur Attraetionen nach 
festen Centren oder Attractionen der Punkte unter sich betrachtet werden. In 
diesem Falle lassen sich die Componenten A, F,Z,... als partielle Differential- 
quotienten ein und derselben Grösse darstellen. Lagrange hat die wichtige Be- 
merkung gemacht, dass wenn man einen festen Punkt mit einem beweglichen 


en 


verbindet, die Cosinus der Winkel, welche diese Linie mit den drei Öoordinaten- 
axen bildet, die partiellen Differentialquotienten einer Grösse, der Entfernung 
der beiden Punkte, sind. Der feste Punkt habe die Coordinaten a, b, c, der 
bewegliche die Coordinaten x, y, 2, der beide Punkte verbindende Radiusvector 
sei r; man ziehe durch den festen Punkt (a, 5, c) drei Gerade parallel den 
Coordinatenaxen und zwar nach dem positiven Ende derselben gerichtet; die 
Winkel, welche der Radiusvector r mit diesen Geraden macht, seien «&, ß, y. 
Man hat dann folgende Gleichungen: | 
= Ga’ +y—d+@— 9"; 

or —a . Or y—b Or 2—c 

Te 8 were ee 
Ist nun R die Kraft, mit welcher der Punkt (z, y, z) von dem Punkt (a, b, c) 
angezogen wird, so sind die Componenten, welche auf den Punkt (x, y, 2) nach 
der positiven Seite der Coordinaten hin wirken: 


COBY). 


Or or Or 
we 0: 
oder wenn wir % RS 
[Rar=P mar 


setzen: 

ae 

oa’ oy’ 02 
Die Componenten sind also die partiellen Differentialquotienten einer Grösse 
—P. Dies findet auch bei der gegenseitigen Anziehung zweier Punkte, p und 
Pı, Statt. Ihre Coordinaten seien ©, y, z und &,, %,, &,, ihre Entfernung r, also 

"— (@—a’+Yyy)’+@— 2), 

R sei die Kraft der Anziehung zwischen p und p,; dann sind die auf p wirken- 
den Componenten: 


or or or 
aa, 
und die auf p, wirkenden Componenten: 
Or or Or 
—R da, ’ a RL 
welche respective gleich und entgegengesetzt sind, da 
BEN. REN ul 
Eee a. 


*) Es wird hier wie im Folgenden immer für die partiellen Differentiationen das Zeichen d, für die 
vollständigen das Zeichen d gebraucht. 


also: 
9 Or 2. Dr 
Da. 2 Bu 2. Du" .d2. 0a, 
Führt man nun wieder 
5 Pr F Rdr 
ein, so sind die auf p wirkenden Componenten 
Ms es A: 
dx’ dd 
und die auf p, wirkenden Componenten 
| ap, om. 0er 
oa,’ Bu.? "908, 
Betrachten wir jetzt n Punkte, welche sich gegenseitig anziehen. Ihre 
Massen seien m,, Ms, ... m,, ihre Coordinaten &,, Yı> 215 Xgs Yas Zus = = - ns Yns ms 


die Entfernung von m, und m, werde mit r,, bezeichnet, das Integral derjenigen 
Function von r,,, welche die zwischen beiden Punkten wirkende Anziehung aus- 
drückt, mit P,,, worin man sich das Product der Massen m,, m, als Factor ein- 


tretend zu denken hat. (Für das Newtonsche Gesetz z. B. wird P,— — ) 


Dies vorausgesetzt, ist die Componente der Kraft, welche auf den Punkt m, 
wirkt, in der Richtung der z-Coordinaten: 


& o(Pıe+Pıs-+""—+Pın) 
O2, 


.und analog für die beiden anderen Componenten. Daher hat man für den 


Punkt m, 


= da, rt ö(Pıa+Pı3+"—+Pın) 
de oa, : 

* By 3: Ost) 
EG oy, 

„ea __ MEutPer B 
var ee ö2, 


Aehnliche Gleichungen giebt es für die übrigen Punkte des Systems; für den 

Punkt m, z. B. ist die in Klammern eingeschlossene Grösse, deren Differential- 

quotient genommen wird, gleich P,,+P,;+""+P;.. Die Grössen P haben aber die 

Eigenschaft, dass jede derselben nur von den Coordinaten der beiden Punkte 

abhängt, deren Indices angehängt sind; daher verschwinden bei der Differentiation 

nach &,, y, oder z, die Differentialquotienten von Py5, Pau +: Paas Pass» Pain 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 2 


BR 

und es bleiben nur die Differentialquotienten von Ps, Ps --- Pi, übrig. Es 
werden also die auf den ersten Punkt bezüglichen Differentialgleichungen ganz 
ungeändert bleiben, wenn man auf der rechten Seite in der Klammer. zu der 
Summe Ps+Ps+:"+FP,, noch die Summe aller übrigen P hinzufügt. Eine 
ähnliche Aenderung kann man bei den anderen Gleichungen in der in Klammern 
eingeschlossenen Grösse anbringen und erhält dann in den Differentialgleichungen 
des ganzen Systems die Differentialqguotienten einer und.derselben Grösse: 


U= —(Pa+Pa++Paat+Pa + "+ Paat+Pa-un)- 
Wir haben auf diese Weise für irgend einen Punkt des Systems die Gleichungen 


da, SU d’y, OU LEE ou 
a,” Kırr; BER 


OR Da 
Diese Bemerkung, dass man in allen Gleichungen eine und dieselbe Grösse U 
einführen kann, scheint sehr einfach, und dennoch ist es das Uebersehen dieses 
Umstandes allein, welches Euler verhindert hat, die Allgemeinheit der Lagrange- 
schen Resultate zu erreichen. Euler kannte das Princip der Erhaltung der 
lebendigen Kraft nur für Anziehungen nach festen Centren. Am Ende der 
„Nova methodus inveniendi curvas mazimi minimive proprietate gaudentes“ hat 
Euler in dem „Appendiv de motu projectorum“ mit sehr unvollkommenen Aus- 
drücken der Differentialgleichungen für die gegenseitige Attraction sich begnügt. 
Erst Daniel Bernoull hat in einer der philosophischen Olasse der Berliner 
Akademie eingereichten Abhandlung”) diese Bemerkung gemacht und dadurch 
dem Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft seine wahre Bedeutung ge- 
geben. Lagrange hat alsdann diese Bemerkung auf die Probleme angewandt, 
welche sich Euler in dem Aufsatz „de motu projectorum“ gestellt hatte, und ist 
dadurch auf seine Hauptresultate gekommen. 

Der Ausdruck U ist von Hamilton mit dem Namen Kräftefunction (force 
function) belegt worden. Der partielle Differentialquotient dieses Ausdrucks 
nach einer Coordinate einer der betrachteten n Massen giebt die Kraft, mit 
welcher diese Masse von allen übrigen angezogen wird, nach der Richtung 
dieser Coordinate gemessen. 

Für das Newtonsche Attractionsgesetz wird die Kräftefunetion 

mm, 


Er ne et, 


ül, 


*) Mem. de l’acad. de Berlin 1748. 


Ba 1 
also für den Fall dreier Körper 
en en 
; N 2 N 3 er 
In der Theorie der Zurückführung der Differentialgleichungen der Bewegung 
auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung hat man es immer 'nur 
mit der Kräftefunetion zu thun, daher ist ihre Einführung von der höchsten 
Wichtigkeit. Vorläufig werden wir sie sehr gut zur abgekürzten Darstellung 
der Gleichungen benutzen können. | 

Es ist von Interesse, sich klar zu machen, wie weit man die Grenzen 
der zu betrachtenden mechanischen Probleme ausdehnen kann, ohne die Ein- 
"führung der Kräftefunction aufzugeben. 

Bei der gegenseitigen Anziehung der Punkte ist es nicht nöthig voraus- 
zusetzen, dass das Gesetz, nach welchem zwei Punkte einander anziehen, für je 
zwei Punkte des Systems dasselbe sei, sondern man kann hierüber jede . be- 
liebige Annahme machen, vorausgesetzt, dass die Anziehung lediglich von der 
Entfernung abhängt und dass irgend eine Masse m; mit derselben Kraft von 
einer der anderen Massen m, angezogen wird, wie m, von m,. Die Bemerkung 
dieser Ausdehnung ist nicht ohne allen Nutzen; so hat z. B. Bessel das» Be- 
denken hervorgerufen, ob im Weltsystem zwischen je zwei Körpern dasselbe 
Anziehungsgesetz stattfindet, nicht als ob sich die Funetion der Entfernung in 


{ M,M, je 


dem Gesetz änderte, sondern er machte die Hypothese, dass ein Körper des Sonnen- 
systems z. B. die Sonne selbst den Saturn mit einer anderen Masse anzöge als 
den Uranus. Diese Hypothese würde also die Einführung der Kräftefunetion 
nicht stören. Ausser den gegenseitigen Anziehungen der Massen können aber 
auch Attractionen nach festen Centren hinzukommen. Man kann sogar an- 
nehmen, was freilich nur eine mathematische Fiction ist, dass jedes der festen 
Centren nicht auf alle Massen wirkt, sondern nur auf eine oder auf eine be- 
stimmte Anzahl derselben. Wird z. B. die Masse m, nach einem festen Centrum 
hingezogen, dessen Masse k und dessen Coordinaten a, b, ce sind, so kommt, 
wenn das Newtonsche Gesetz stattfindet, zu der Kräftefunetion der Term 

km, 

Va—-’+y—’+@—0 

hinzu, und ähnliche Terme erhält man für die übrigen Massen, wenn das feste 


Centrum k auch auf sie einwirkt. Endlich können noch constante parallele 


Kräfte hinzukommen, welche ebenfalls nicht auf alle Massen zu wirken brauchen. 
) %* 


SE re 


Wenn z. B. auf die Masse m, eine constante Kraft wirkt (wie die Schwere), 
deren Componenten nach den Richtungen der Coordinatenaxen 4, B, T' seien, 
so kommt zur Kräftefunetion U der Term 
Az, +By,-+Tz, 

hinzu, und ähnliche Terme für die anderen Massen des Systems, wenn auf sie 
die constanten Kräfte 4, B, T oder andere wirken. Für den Fall der festen 
Centren ist noch zu bemerken, dass, wenn sie auf alle im Problem vorkommen- 
den Massen wirken, was natürlich in der Natur immer stattfindet, man dieselben 
wie bewegliche Massen ansehen kann. Hierdurch kommen zwar überflüssige 
Glieder in die Kräftefunetion, nämlich diejenigen, welche die gegenseitige 
Attraction der festen Centren ausdrücken würden, indessen sind diese Glieder 
reine COonstanten und fallen bei jeder Differentiation heraus. 

Die symbolische Form, unter welche wir die Differentialgleichungen der 
Bewegung gebracht haben, war: | 


da, ..d’y, a n 


welche Gleichung wir besser so schreiben können: 


: d’z i d’y, = 2; 
(1.) zm,| Fr Au de Yt de — I/X,dn,+Y,0y,+2,02}. 
In dem Fall, wo man die Kräftefunction einführen kann, wird 


eu. 000 


ua, SE 08" 
daher: 
de dy, d’z, OU, OU 2a 
| N Te ) 2(2e, U %] 
In dieser Gleichung nun, wie in der obigen, sind die da,... e willkürliche 
Factoren anzusehen, welche jeden Werth annehmen können, und &,... als In- 


dices derselben. Betrachtet man aber für einen Augenblick dx,, dy;, de, als un- 
endlich kleine Ineremente von &,, Y,, 2, so wird nach den Regeln der Differential- 
rechnung die rechte Seite der letzten Gleichung 


(A) (de a ou, 


also hat man 


a) Dem d7, 


@) 2 ”w, R d’y, 3 d’z, 
a te 


ee ; A 


Hierin ist JU vorläufig nur als ein abgekürztes Zeichen für die Summe (4A.) 
anzusehen, welche mit derselben nur übereinstimmt, wenn man die d als un- 
endlich kleine Ineremente ansieht. Obgleich nun diese Bezeichnung nur einen 
Sinn hat, wenn die Kräftefunction existirt, so hat man sie sogar in manchen 
Fällen mit Vortheil auf die allgemeinere Gleichung (1.) angewendet, um die 
Rechnung bequemer zu machen. Jedoch kann dies nur unter dem Vorbehalt 
‚geschehen, dass man in der Entwickelung von dU den partiellen Differential- 


quotienten durch X; zu ersetzen hat. Hierdurch kommt man, wenn man 
es nur mit linearen Substitutionen zu thun hat, in der Regel zu richtigen Re- 
sultaten. Dies ist der kühne Weg, den Lagrange in den Turiner Memoiren, 
freilich ohne ihn gehörig zu rechtfertigen, eingeschlagen hat. 

Die Bezeichnung ÖU ist auch sehr vortheilhaft, wenn man für die Coor- 
dinaten &, Yı, Z1> Ins Ya 24 --- In Ya, 2, neue 3n Variable 9,, 9 --- Im 
einführt. Man braucht nämlich dann nur diese neuen Variablen in U einzu- 
setzen und nach den Regeln der Differentialrechnung zu entwickeln: 


oU oU oU 


= FE EN Ei Ze Fa, ns 
zugleich muss man aber für dw, setzen: 
Or, 0, oO, Or, 
a a a a 


Die Richtigkeit dieser Behauptung lässt sich folgendermassen nachweisen: 
Die 3n Differentialgleichungen der Bewegung sind: 
da. 30 dy, 80 d’e, . OU 
a I u TER a 


wo dem ? alle Werthe von 1 bis rn inclusive beizulegen sind. Denkt man sich 


ä ; i ...0@, 0, A 
diese 3n Gleichungen respective mit ——, Bei —— multiplieirt und addırt, so 
9, 0 99 Ä 
erhält man: 
d’x. Ox. d’y. y. d’z. 02. 
=m,| y 7 a Y; — . 3 Tı } PL PN z 
Palde 04, ae 70 dog, 4, 


Solcher Gleichungen erhält man 3n, indem man für q; nach einander alle q 
einsetzt. Diese 3n Gleichungen vertreten nun das ursprüngliche System von 
Gleichungen vollkommen, so dass das eine immer für das andere gesetzt 
werden kann. Multiplieiren wir das letzte System mit willkürlichen Factoren 
09, 0955 ... 09... 0, und addıren, so erhalten wir eine neue symbolische 


DEE IE 


Gleichung, welche das letzte System von Differentialgleichungen und daher 
auch das frühere ganz ersetzt. Diese symbolische Gleichung wird aber: 

d’a, Oz, d’y, 9, d’2, O8, ou 

dt? 89 ge Du. dt? 09 je: ns BAR 99», 

oder wenn man die Summationen auf der linken Seite dieser Gleichung in um- 
gekehrter Ordnung ausführt: 


ER 2 


2 


En IR; O%, ? d’y, U: RER: 2 ou 

FAR dt? 73 09; str dt? 2 09 dt de a 

Diese Gleichung ist dieselbe, in welche (2.) übergeht, wenn a für OU 
0% oy, 

20. und für da, dy,, 62, respective B> Er ——.dg,; 25 9 3 5 1, 04 ein- 


s 


et: Somit ist also die oben "angegebene Bor für. in a neuer 
Variablen bewiesen. In der transformirten Gleichung sind alsdann wiederum 
die dq, als von einander unabhängige Grössen zu betrachten und es zerfällt so 
die transformirte symbolische Gleichung in das soeben angegebene zweite System 
der 3n Gleichungen. 

Aber in diesen Rechnungsvortheilen liegt nicht die Wichtigkeit unserer 
symbolischen Gleichungen (1.) und (2.). Die wahre Bedeutung dieser Dar- 
stellung besteht vielmehr darin, dass sie auch noch dann beibehalten werden 
kann, wenn das System nicht mehr ein freies ist, sondern wenn Bedingungs- 
gleichungen hinzutreten, welche die Verbindung der Punkte ausdrücken. Aber 
alsdann sind die Variationen nicht mehr als ganz willkürlich und von einander 
unabhängig zu behandeln, sondern als virtuelle Variationen, d.h. als solche, 
welche mit den Bedingungen vereinbar. sind. Nehmen wir z.B. an, dass drei 
Bedingungsgleichungen existiren | 

II. 9-9 vd, 
so werden die zwischen den Variationen existirenden Relationen, welche sie 
zu virtuellen machen, durch folgende Gleichungen bestimmt: 
Y=0, y=0, w—=0, 


>(20 +) = 0, 


oder entwickelt: 


Or, oy 6) 

Op op Op .\__ 
(guet ae 92) 0 
MW öw, ee 
a) 


1 


Jede Bedingungsgleichung giebt also eine lineare Relation zwischen den 3n 
. Variationen ...di;, dy,, d2,;.... Hat man m Bedingungsgleichungen, also auch 
m Relationen zwischen den Variationen, so kann man alle Variationen durch 
3n—m derselben ausdrücken und erhält durch Substitution. derselben unsere 
symbolische Gleichung frei von m Variationen. Aber diese Elimination der 
m Variationen wird äusserst complieirt. Ein Auskunftsmittel für diese Schwierig- 
keit hat Lagrange in der Einführung eines Systems von Multiplicatoren gefunden. 

Die im Obigen enthaltene Ausdehnung unserer symbolischen Gleichung 
auf ein durch Bedingungen beschränktes System ist, wie sieh von selbst ver- 
steht, nicht bewiesen, sondern nur als Behauptung historisch ausgesprochen. 
Dies ausdrücklich zu sagen, scheint nöthig zu sein, denn obgleich Laplace diese Aus- 
dehnung in der Mecanique celeste ebensowenig bewiesen hat, als es hier geschehen 
ist, sondern sie auch nur historisch behauptet, so hat man dies dennoch für 
einen Beweis gehalten. Poinsot hat gegen diese Meinung eine eigene Ab- 
handlung“) geschrieben und sagt darin sehr richtig, dass sich die Mathematiker 
häufig durch den sehr langen Weg täuschen lassen, den sie zurückgelegt haben, 
zuweilen aber auch durch den’ sehr kurzen. Durch den langen Weg lassen 
sie sich täuschen, “ wenn sie durch sehr weite Rechnungen endlich zu einer 
Identität kommen, dieselbe aber für einen Satz halten. Ein Beispiel von dem 
Entgegengesetzten giebt unser Fall. | 

Diese Ausdehnung zu beweisen, ist keineswegs unsere Absicht, wir wollen 
sie vielmehr als ein Princip ansehen, welches zu beweisen nicht nöthig ist. 
Dies ist die Ansicht vieler Mathematiker, namentlich von Gauss ””). 


Dritte Vorlesung. 


Das Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts. 


Wir wollen nun zum Beweise der allgemeinen Principe übergehen, 
welche für die bisher betrachteten mechanischen Probleme gelten. Das erste 


*) Liouvilles Journal, vol. 3, p. 244. 
**) Wahrscheinlich hat sich Gauss in diesem Sinne mündlich zu Jacobi geäussert; ein hierüber 


niedergeschriebener Ausspruch desselben scheint’sich wenigstens nach Herrn Professor Scherings gütiger Mit- 


theilung nicht zu finden. z C. 


derselben ist (vgl. die erste Vorlesung) das Prineip der Erhaltung der Bewegung 
des Schwerpunkts. 
Nehmen wir zuerst den einfacheren Fall, in welchem eine Kräftefunction 


existirt, so haben wir: 
2 ’y 2 


d’x d’z 
m, ( u Ne 02} = OU, 


Wir wollen annehmen, dass sowohl U als die Bedingungsgleichungen nur von 
den Differenzen der Coordinaten abhängen, so dass sie sich gleich bleiben, wenn 
man alle &© um eine und dieselbe Grösse vermehrt, und ebenso, wenn dies bei 
allen y oder allen z geschieht. Dann ist die Annahme: 


da = da, = —dn —A, 
yy-r ml, 
2a Hin), 


eine mit den Bedingungsgleichungen vereinbare. Bei dieser Annahme‘ er- 
halten wir: 


ae, a’y, d’z, U ou OU 
A) FE ar et )- Fa an re 


Die rechte Seite ıst aber =0. In der That, da unserer Annahme nach U nur 
von den Differenzen der Coordinaten abhängt, so kann man, wenn 


Lin ne E: U, — Un = ER RZ In— 1 In = REN 


gesetzt wird, der Grösse U, insofern sie von den &-Coordinaten abhängt, die 
Form geben: 


» U F( » En “us, En: 
Dann ist zugleich: 


ee a 
08 3.06.08: 05 Oo 
also: 
oU _oU oU oU 
I VIE Be 
und ebenso: 
| U ou 


Sonach zieht sich unsere obige Gleichung zusammen in: 


ki Be d’z, 
WE. Teer. a) So 


RI |: ae 


und da diese Gleichung für alle Werthe von 4, u, » bestehen muss, so ist 


d’x, 0 > d’y, d’z, 
m Mm, de = 0, Sm. —— =(. 


Im 
Setzen wir jetzt 
Zm —-M, Zma,— MA, Zmy,— MB, Zm,2,—= MC, 
so dass A, B, C, wie bekannt, die Coordinaten des Schwerpunkts des Systems 
sind, so kann man statt der obigen Gleichungen auch folgende schreiben: 


d?A d?B d’C 
(2.) Bo ma re 
welche integrirt geben: _ 
(3.) A=ad+edt, B=O+HH, C=y'+rrt, 


d.h. der Schwerpunkt bewegt sich in einer geraden Linie, deren Gleichungen 
in den laufenden Coordinaten A, B, € 
A— a9 a B—$® BE C—y® 


a re ß' Sa y' 
sind, und bewegt sich in derselben mit der constanten Geschwindigkeit 
Ve’? —+r"”. 


| In dem allgemeineren Fall, in welchem die Kräftefunetion nicht existirt, 
hat man statt der Gleichung (1.) folgende: 


2 


d’x, d’y, Re 
zm,| -/+ ge + de u ZXA+2Yu+2Z2», 


dt? N 
und da dieselbe für alle Werthe von 4, u, v gilt, a 
| d’z, d’y, d’z, Aral 
EN STE IS 
Im, Br =3X, 2m ip =2Y, 3m — TR =2Z, 

oder, wenn man die Schwerpunktscoordinaten einführt, 
d?’A d’B a’C 

(4.) Na — X, M ——. de ei Fi; M—— dt 3 22, 


d. h. der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob alle im System wirkenden Kräfte 
parallel mit sich selbst verschoben im Schwerpunkt angebracht wären, und als 
ob zugleich die Summe aller Massen im Schwerpunkt ihren Sitz hätte. 

Sind die auf diese Weise parallel verschobenen Kräfte in ihrer neuen 
Lage im Gleichgewicht, ist also / 

sX=0, FY=0, 22=(, 
so wirken auf den Schwerpunkt gar keine beschleunigenden Kräfte. Dies findet 
statt, wenn nur gegenseitige Attractionen in dem System wirken, da alsdann 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 3 
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Wirkung und Gegenwirkung, in denselben Angriffspunkt verlegt, sich zerstören 
(dieser Fall ist schon oben behandelt, da nämlich alsdann immer eine Kräfte- 
funetion existirt); es findet aber nicht statt, sobald feste Centren im Probleme 
vorkommen. 

Alles bisher Gesagte gilt natürlich nur, wenn die Bedingungsgleichungen 
nur von den Differenzen der x-Coordinaten, der y-Coordinaten und der z-Coor- 
dinaten abhängen. Ein solcher Fall ist das Seilpolygon, wenn man auf die Aus- 
dehnung des Seils keine Rücksicht nimmt. Damit in diesem Fall auch die 
Kräftefunetion allein von den Differenzen der Coordinaten abhänge, müssen die 
Endpunkte des Seils nicht befestigt gedacht werden, da sonst diese Punkte wie 
feste Centren in die Aufgabe eintreten. Bei einem ganz freien System gelten 
natürlich die Gleichungen (4.) unter allen Umständen. Giebt es eine Kräfte- 
funetion, die nicht bloss von den Differenzen der Coordinaten abhängt, was der 
Fall ist, wenn feste Centren oder constante Kräfte vorhanden sind, so gelten 
auch in diesem Falle die Gleichungen (4.) und nicht die Gleichungen (2.). 

In dem Ausdrucke: „Prineip der Erhaltung der Bewegung des Schwer- 
punkts“ bezieht sich das Wort Erhaltung darauf, dass die Bewegung des Schwer- 
punkts durch dieselben Gleichungen dargestellt erhalten wird, als wenn keine 
Bedingungsgleichungen da wären. Wenn z. B. beim Seilpolygon die Verbindung 
der Punkte fortfallend gedacht wird, so werden die Gleichungen der Bewegung 
des Schwerpunkts nicht geändert, denn dieselben sind unabhängig von den Be- 
dingungsgleichungen. Die Modification ist nur die, ‘dass die Summen IX, IY,, 
SZ; andere Werthe erhalten, sobald die Coordinaten der einzelnen Punkte andere 
Functionen der Zeit werden. Sind aber diese Summen noch überdies Constanten, 
was z. B. der Fall ist, wenn das System allein der Schwere ausgesetzt ist, so 
ändert sich in der Bewegung des Schwerpunkts durch die Bedingungsgleichungen 
gar nichts. 


Vierte Vorlesung. 
Das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 


Eine Hypothese über die Variationen, die sich unter allen Umständen 
mit den Bedingungsgleichungen verträgt, ist, dass man für jeden Werth von 


Be 


setzt. Führen wir diese Werthe der Variationen in die symbolische Gleichung (2.) 

der zweiten Vorlesung ein, welche für den Fall der Existenz einer Kräftefunction 
silt, so geht dU in dU über, und wir erhalten nach Division durch dt 

d’z, da, d’y, dy, d’2, de, dU 

| aaa a 


Diese Gleichung lässt sich direet integriren; ihr Integral ist 


@) DEiT Ener 


wo h die willkürliche Oonstante der Integration ist. Bezeichnet man das Element 
des von der Masse m, in der Zeit dt durchlaufenen Weges mit ds,, ihre Ge- 


schwindigkeit mit v,, so hat man 
BEE LAu,N\® lde,\” : Fde\” 
ee 
die obige Gleichung nimmt also die Form an: 
32m.) = U+h. 

Dies ist der Satz von der lebendigen Kraft. Lebendige Kraft eines 
Punktes nennt man nämlich das Quadrat seiner Geschwindigkeit multiplieirt in 
seine Masse; die lebendige Kraft eines Systems ist gleich der Summe der leben- 
digen Kräfte der einzelnen materiellen Punkte. Demnach lässt sich die Gleichung (1.) 
in Worten so aussprechen: Die halbe lebendige Kraft eines Systems ist gleich der 
Kräftefunction vermehrt um eine ÜOonstante. 

Das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft ist, wie die Herleitung 
desselben gezeigt hat, unabhängig von den Bedingungsgleichungen, und hierauf 
beruht ein grosser Theil seiner Wichtigkeit. Es gilt, sobald die Kräftefunction 
existirt; eine Erweiterung der Fälle, in welchen die Kräftefunction eingeführt 
werden kann, musste auch eine Ausdehnung dieses Prineips mit sich führen. 
Daher ist nach unserer früheren Bemerkung Daniel Bernoulli derjenige, welcher 
dieses Princip zu seiner heutigen allgemeinen Bedeutung erhoben hat, während 
man es vor ihm nur für Attractionen nach festen Oentren kannte. 

Durch Subtraction zweier Gleichungen (1.), welche für zwei verschiedene 
Zeiten gelten, kann man die willkürliche Constante Ah eliminiren und erhält dann 
den Satz: Bewegt sich ein System von einem Ort zum anderen, so ist die Differenz 
der lebendigen Kraft des Systems für Anfang und Ende gleich der Differenz 


zwischen den Werthen der Kräftefunction für dieselben Momente. Die Aenderung 
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der lebendigen Kraft ist also nur von dem Anfangs- und Endwerth der Kräfte- 
function abhängig, die Mittelzustände haben auf dieselbe keinen Einfluss. Um 
dies anschaulicher zu machen, nehmen wir an, es bewege sich ein Punkt auf 
einer beliebigen Curve von einem gegebenen Anfangspunkt nach einem gegebenen 
Endpunkt hin; ist nun die Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so ist auch die 
Endgeschwindigkeit eine und dieselbe, die dazwischen liegende Curve mag ge- 
staltet sein, wie sie wolle. Die Geschwindigkeit muss hier natürlich nach der 
wirklich erfolgenden Bewegung in der Richtung der Tangente der Curve ge- 
messen werden; derjenige Theil der Geschwindigkeit, welcher, wenn der ur- 
sprünglich dem Punkte mitgetheilte Stoss nicht in der Richtung der Tangente 
der Curve wirkt, durch den Widerstand derselben vernichtet wird, ist hier nicht 
mitzurechnen. Dieselbe Unabhängigkeit von der Gestalt des durchlaufenen 
Weges findet auch bei einem System statt. Als Corollar hiervon ergiebt sich 
der Satz: Wenn die Bewegung eines Systems von der Art ıst, dass es in dieselbe 
Lage zurückkehren kann, so ist bei der Rückkehr auch die lebendige Kraft die- 
selbe; wobei vorausgesetzt wird, dass das Princip der lebendigen Kraft überhaupt 
gilt. Auf diese Unabhängigkeit von der Gestalt des durchlaufenen Weges oder, 
was dasselbe ist, von den Bedingungsgleichungen (denn von diesen wird die 
Gestalt des durchlaufenen Weges bestimmt) bezieht sich im Namen des Prineips 
das Wort Erhaltung. 

Der Ausdruck lebendige Kraft rührt von der Bedeutung her, die dieses 
Princip in der Maschinenlehre hat, deren Basis dasselbe seit Carnot geworden 
ist. Man hat in dieser Disciplin festgesetzt, dass die Hälfte der lebendigen 
Kraft, also 4&’m,v/, gleich der Arbeit der Maschine, oder, wie man sich in 
diesen practischen Dingen ausdrückt, 4&°'m,v; dasjenige ist, was an einer Maschine 
bezahlt wird. Dies verhält sich nämlich so: Man nimmt in der Maschinenlehre, 
insofern die Reibung nicht in Betracht gezogen wird, als Princip an, dass nur 
zur Fortbewegung einer Masse in der Richtung der auf sie wirkenden Kraft 
(und zwar im entgegengesetzten Sinn ihrer Wirkung) Arbeit erforderlich ist, 
während eine Bewegung in einer darauf senkrechten Richtung ohne Arbeit ge- 
schieht. Man nimmt ferner an, dass die Arbeit einer Maschine gemessen wird 
durch das Product der bewegenden Kraft in den Weg, den die von ihr in Be- 
wegung gesetzte Masse zurückgelegt hat. Ein Gewicht horizontal fortzuschieben 
wird also nicht als Arbeit angesehen, sondern nur es zu heben, und die Arbeit 
des Hebens wird gemessen durch das Product des gehobenen Gewichts in die 
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Höhe, um welche es gehoben worden. Dies ist die Arbeit, welche z. B. bei 
der Ramme bezahlt wird. 

In einem System von materiellen Punkten ist jeder derselben Angriffs- 
‘punkt der im ihm wirkenden Kraft. Indem diese Angriffspunkte bei der Be- 
wegung des Systems verschoben werden, müssen auch die in ihnen wirkenden 
Kräfte verschoben werden. Aber die Verrückung der Angriffspunkte geschieht 
im Allgemeinen nicht in der Richtung der Kräfte, die in ihnen thätig sind, 
sondern unter irgend einem. Winkel gegen dieselbe; daher muss man, um die 
Arbeit des Systems zu bekommen, die Kraft nicht in den durchlaufenen Weg 
multipliciren, sondern in die Projection des durchlaufenen Weges auf die Richtung 
der Kraft. In dem Punkt m; wirken die Kräfte m, nn a; a 5 m und 
zwar wirken dieselben parallel den Coordinatenaxen. Die Verrückung von m, 


in dem Zeitelement dt ist ds,, die Projeetionen derselben auf die Coordinaten- 
axen sind respective d,, dy;, dz,, daher ist die auf Fortbewegung des Punktes m, 
verwandte Arbeit im Zeitelement dt 


m,| er de. + Ey d Er d 

er er | 

und die bei der Bewegung des ganzen Systems im Zeitelement dt geleistete Arbeit 
d’x, d’y, d’z, 

zm,| dt? da, —+ de? dy,—+ de? de) —= 4d(Zm,v}), 


woraus man für die Arbeit in der von z, bis £, verflossenen Zeit erhält 


Die halbe Differenz des Anfangs- und Endwerthes der Summe Fm,v; ist also 
das Maass für die Arbeit des Systems. Dies ist der wahrscheinliche Grund 
des von Leibniz für diese Summe eingeführten Namens „lebendige Kraft“, über 
dessen Entstehung man viel gestritten hat. 

In dem Fall, wo die Kräftefunetion eine homogene Function ist, und 
wo man es mit einem freien System zu thun hat, kann man dem Satz von 
den lebendigen Kräften, der in Gleichung (1.) enthalten ist, eine sehr interessante 
Form geben. U sei eine homogene Function der %k'" Dimension; dann ist be- 
kanntlich | 
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Hat man es mit einem freien System zu thun, so kann man 
da, — a,0, Yy—yo, 2, = 2,0 


)=#t. 
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setzen, wo eine unendlich kleine Grösse bezeichnet, und erhält dann mit 
Berücksichtigung der Gleichung für die Homogeneität von U 
OU—KU.o. 
Daher wird unsere symbolische Gleichung (Gl. (2.) der zweiten Vorlesung) 
dr, d’y, d’z, 
ler re re rs ne 
wo der gemeinschaftliche a a weggelassen ist. Addiren wir hierzu die 
mit 2 multiplieirte Gleichung (1.), so erhalten wir 


d’x, (2) d’y, 5 d’2, = } are 
RA ee ta) 0 tz 


oder 


x I BON 0 
mare =) er 


oder auch 
32m, (#+y} +25) = (k+2)U+2h 
oder, wenn wir 
ty = 
setzen und mit 2 multiplieiren: 
d’(Zm,r?) 
2. Er 
2) dt” 
Der Ausdruck I’m;r} kann auf eine merkwürdige Art umgeformt werden, nämlich 
so, dass nicht mehr die Entfernungen aller Punkte vom Anfangspunkt der Coor- 


— (2k+4)U+4h. 


dinaten vorkommen, sondern nur die gegenseitigen Entfernungen der Punkte 
und die Entfernung des Schwerpunkts vom Anfangspunkt der Coordinaten. 
Transformationen dieser Art sind Lieblingsformeln von Lagrange. Die in Rede 
stehende erhält man folgendermassen: 
Es ist, wie leicht einzusehen, 
(Zm)(Im,0})—(Zm,s)’ = Zm;m (2? +0,—22,%,), 
wo auf der rechten Seite die Summe nur auf verschiedene Werthe von ? und ?', 
jede Combination einmal gerechnet, auszudehnen ist. Aehnliche Gleichungen 
giebt es für y und 2; addirt man alle drei, so erhält man 
Im.) (Zm,(@’+y?—+2})) — (Zm,0)’—(Zm,y,)’— (Zm,2,)’ 
er Zm,m, a2,’ y)’+@ 2° 
Nun führe man wie früher die Coordinaten des Schwerpunkts ein und setze 
Zm,=M, Zma,—=MA, Zmy,= MB, Zm.z2, = M(, 
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ferner bezeichne man die Entfernung der Punkte m,, m, von einander mit Ks 
alsdann ist 
(3.) Mm, —M’(A’+B’+-C) =: mm,r},. 
Hierin hat man nach dem Früheren 
A=al@+et, B=PHPt, C=y9y't 
zu substituiren. Führt man diese Substitutionen aus und differentiirt zweimal 
nach der Zeit, so kommt 


d’(Zm,r? d’(Zm.m ,‚r?. 
‘ Ö i) — 2M(a”’ +" + y')+- ( MT}; 


dt? \ Mdt? ’ 
und wenn man dies in die Gleichung (2.) einführt, 
d’(Zm,m,r?,) 
En U+NU+M—2Ma +84”) 


oder endlich, wenn man 
Ah—2M(a’HB"?+y'?) — 4h' 
setzt, 
d’(Zm;m,r},) e j 
4) Map — (2k+4)U+4h'. 
In der Gleichung (3.) sind die Grössen r, die Radien Vectoren der ma- 


teriellen Punkte des Systems vom Anfangspunkt der Coordinaten aus gerechnet, 


VA?+B’+-0? der Radius Vector des Schwerpunkts von ebendaher gerechnet; 
diese Grössen ändern sich daher, sobald man den Anfangspunkt der Coordinaten 
verlegt. Die Grössen r,, sind dagegen unabhängig von der Wahl des Anfangs- 
punkts der Coordinaten, denn sie sind die Entfernungen je zweier Punkte des 
Systems unter sich. Man nehme nun den Schwerpunkt zum Anfangspunkt der 
Coordinaten, wodurch A’+5’+0?—=0 wird; zu gleicher Zeit bezeichne man 
die Radien Vectoren vom Schwerpunkt aus gerechnet mit o,, dann geht die 
Gleichung (3.) über in 
(d.) MZm,0;=Zm,m,r},. 
Wenn man aus dieser Gleichung und (3.) S'm,m,r;, eliminirt, so ergiebt sich: 
(6.) Zm,r? = Zm,e’+M(4’+B’+-C)), 
d.h. die Summe FEm,r} für irgend einen Punkt genommen (wenn derselbe als 
Anfangspunkt der Coordinaten betrachtet wird) ist gleich derselben Summe für 
den Schwerpunkt,. vermehrt um das in die Summe der Massen aller materiellen 
Punkte multiplieirte Quadrat der Entfernung jenes Punktes vom Schwerpunkt. 


Hieraus sieht man, dass Im;r} für den Schwerpunkt ein Minimum ist, und dass 
diese Grösse proportional dem Quadrate der Entfernung vom Schwerpunkt 
wächst; &’m,r} wird daher einen constanten Werth annehmen für alle Punkte, 
die auf der Oberfläche einer um den Schwerpunkt als Mittelpunkt beschriebenen 
Kugel liegen. Ein ähnlicher Satz gilt für die Ebene, wo der geometrische Ort 
der Punkte, für welche $’m;r} constant bleibt, ein Kreis ist. 

Die Formel (6.) können wir auch selbständig beweisen. In der That 
verrücken wir unser früheres ganz beliebiges Coordinatensystem parallel mit sich 
selbst, so dass der neue Anfangspunkt der Coordinaten in den Schwerpunkt 
fällt, und bezeichnen in dem neuen I eunen die Coordinaten unserer 
r materiellen - Punkte mit &, m... 8, Ms 2.85 6 Sn, 80 haben wir 
für jedes ı 

844 „mntB 3=4+6 
wo A,,B, © als Öoordinaten des Schwerpunkts durch die Gleichungen 
Zm,—=M, Zm.a,—= MA, Zmy,—= MB, Zm., = MC 


definirt werden. Daher ist 
mr! = Zm,a?+2m y’+Zm,z) 
— Im,£; +2 AIm,&,+4?’Im, 
—+2m,n;+2BIm,.n,+B’Zm, 
Im,&; +20 Im, 6, +C’Zm. 


Nun ist aber 
MA = Zm,s, = Zm&,+2m,. A = Zm&,+MA, 
daher 


ebenso 


Hierdurch erhalten wir 
nr = Im (& +; +&)+M(4’+B’+C”), 

übereinstimmend mit Formel (6.). | 

Eine ähnliche Formel ergiebt sich für die Dilfärenkrle: Aus unseren 
bisherigen Formeln nämlich finden sich die Differentialformeln 

da, = de, +dA, dy,— dy,+dB, dz, = d&,-+dC, 
IZmd&,—0, IZmdy,—=0, Imd,—=0, 
und "hieraus erhält man 
Im (da? +dy;+dz}) = Im,(de’+dn?+d%)+ M(dA’+dB?’+dC”) 


oder, wenn wir durch dt dividiren, 
dv, dy: \? dz, \? 
7) Er) 
de, an,\2 (d, dA aB\’ (dc\ 
2 ( de 

d.h. die absolute lebendige Kraft des Systems ist gleich der relativen leben- 
digen Kraft desselben in Beziehung auf den Schwerpunkt (oder, wie man sich 
ausdrückt, um den Schwerpunkt) vermehrt um die absolute lebendige Kraft 
des Schwerpunkts. Daher ist die absolute lebendige Kraft des Systems immer 
grösser als seine relative lebendige Kraft um den Schwerpunkt. 


Man kann die relative lebendige Kraft um den Schwerpunkt in den Satz 
der lebendigen Kräfte einführen. Dieser Satz war in der Gleichung 


da, dy,\a (d2,\: 

3m (ze de ) +5) +5) ner. 

‚ enthalten. Transformirt man die linke Seite dieser Gleichung mittelst der Glei- 
chung (7.), so findet sich 


EN 


Es ist aber 


(EB) erser 


also dasselbe, was wir bisher mit A’ bezeichnet haben. Mithin wird 


EI ur 


Der Satz der lebendigen Kräfte gilt also ebensowohl für die relative lebendige 
Kraft um den Schwerpunkt, als für die absolute; es ändert sich hierbei nur 
die Constante A in A. Man darf übrigens nicht vergessen, dass hier voraus- 
gesetzt wird, es gelte das Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwer- 
punkts; denn auf dieser Voraussetzung beruht die Substitution von @®®+p”+y” 


2 2 2 
für =) le le: Das Resultat (8.) konnte man übrigens vorher- 


sehen. In der That, falls das Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwer- 
punkts gilt, sind U und die Bedingungsgleichungen nur von den Differenzen 
der Coordinaten abhängig; diese Ausdrücke bleiben also ungeändert, wenn man 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 4 


&, n, & an die Stelle von x, %,, 2, setzt, wo 
wet yantB 3=64+6; 


ferner hat man 
d?A d’B Er 


ee ed at, 


daher 
d’x, d’E. d’y, d’n; d’z, a’. 
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Die symbolische Gleichung 


”z, d’y, d’z % 
zum (+ ip Whg ER 0) = 00 


und as Bedingungsgleichungen des Problems gelten also noch, wenn man für 
%, Yo &s:. . . die Grössen $&,, n,, & setzt, d. h. diese Gleichungen gelten eben 
so wohl für die relative Bewegung um den Schwerpunkt als für die absolute. 
Dasselbe musste daher auch mit der daraus gezogenen Consequenz, dem Satz 
der lebendigen Kraft, der Fall sein, wobei sich freilich die Constante der In- 
tegration ändern konnte, was auch wirklich eintritt. 

Aus der obenstehenden Auseinandersetzung sieht man, dass man im 
Falle der Gültigkeit des Prineips der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts 
nur nöthig hat, die relative Bewegung des Systems um den Schwerpunkt zu be- 
stimmen. Alsdann suche man die Bewegung des Schwerpunkts, und man er- 
hält aus der blossen Addition beider Bewegungen die absolute Bewegung des 
Systems. 

Das Sonnensystem liefert ein Beispiel für diese Kategorie von Problemen. 
Aber wir’kennen nur seine relative Bewegung. Zur Bestimmung der Bewegung 
des Schwerpunkts fehlen uns alle Data; denn hierzu müsste es wirkliche Fix- 
sterne geben, was sehr zweifelhaft ist, und diese müssten uns so nahe sein, dass 
sie in Beziehung auf eine 40 Millionen Meilen lange Linie (grosse Axe der Erd- 
bahn) eine einigermassen in Betracht kommende Parallaxe gäben. Argelander hat 
in neuerer Zeit die Verhältnisse von «':ß':y' (Siehe Gl. (3.) der dritten Vor- 
lesung), d. h. die Richtung der Bewegung des Schwerpunkts zu bestimmen ge- 
sucht und zwar nach einer von dem älteren Herschel angeregten Idee; indessen 
beruht diese Bestimmung nur auf Wahrschemlichkeitsgründen. 

Wir kehren jetzt wieder zur Gleichung (4.) zurück, welche für den Fall, 
wo U eine homogene Function %‘“* Ordnung ist, das Princip der Erhaltung der 
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lebendigen Kraft in der interessanten Form 


d’(Zm,m,r},,) 
ee Na!) 
enthielt. Mit‘ Berücksichtigung der Gleichung (5.) kann man hierfür schreiben 
| d’(Zm;g}) 
— = (HN) UA, 
wo die @, die vom Schwerpunkt aus gezogenen Radien Vectoren sind. Für das 
Sonnensystem ist k= —1, also hat man 
d’(Zm,o?) 
Bay era = 2U. +44, 
wo 
m.m 
U ı ı 


Ueber diese Gleichung lassen sich mehrere Betrachtungen anstellen. Wäre die 
Attraction umgekehrt proportional nicht dem Quadrate der Entfernung, sondern 
dem Cubus derselben, so könnte man die obige Gleichung integriren. Denn in 
diesem Falle wäre k= —2, 2k+4=0, also, wenn Im;,o? zur Abkürzung mit 
RR bezeichnet wird, 

d’R 
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Aber alsdann würde das Sonnensystem auseinandergehen, denn eine zweimalige 
Integration ergiebt: 

R=2Üt’+h't+h", 
es würde also mit wachsender Zeit R ins Unendliche wachsen. Da aber 
R=Zm,g;, so müsste wenigstens ein Körper des Sonnensystems in eine un- 
endliche Entfernung vom Schwerpunkt desselben rücken. 

Aehnliche Betrachtungen zeigen, dass für den wirklichen Fall des Sonnen- 
systems, d. h. für die dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportionale 
Attraetion die Oonstante A’ negativ sein muss, wenn das Sonnensystem stabil 
sein soll. In der That, insofern im Sonnensystem nur anziehende Kräfte wirken, 
ist die Kräftefunction U eine ihrer Natur nach positive Grösse. Nun hat zwar 
Bessel die Hypothese gemacht, dass die Sonne eine abstossende Kraft gegen die 
Kometen besitze, und hat hiermit die Erscheinung in Verbindung gebracht, dass 
alle Kometenschweife von der Sonne abgekehrt sind; indessen ist dies doch noch 


nichts Gewisses und man wird vorläufig bei allgemeinen Betrachtungen von 
4r 
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dieser abstossenden Kraft absehen müssen. Demnach ist also U eine noth- 
wendig positive Grösse. Dies vorausgesetzt, erhalten wir durch Integration der 
Gleichung 
@R 
dt? 
zwischen den Grenzen O und 2 


dR : 
ZR-=[ @UHand 


== 2U+4h 


oder, wenn « den kleinsten Werth von U zwischen den Grenzen O0 und £ 
bedeutet, 


E_R>@a+tM), 
wo AR, der Werth von = für t=0 ist. Die zweite Integration dieser Gleichung 


zwischen den Grenzen 0 und £ giebt, wenn AR, der Werth von R für t=0 ist, 
R—R,—Rıt>(a+2h')t’ 
oder 
R>R,+R,t+(a +2 )t”. 
Hier ist & eine nothwendig positive Grösse, da U seiner Natur nach positiv ist. 
Wäre nun 2%’ positiv, so wäre es auch «+2h', also würde R mit wachsen- 
dem ? ins Unendliche wachsen, d. h. das Sonnensystem wäre nicht stabil; 2%’ 
muss also negativ sein. Aber sein numerischer Werth darf nicht grösser sein 
als der grösste Werth, den U zwischen 0 und t annimmt; denn sonst wären alle 


t 
Elemente des Integrals 2 [ (U+2h')dt negativ, man könnte daher 
0 


setzen, wo ß eine positive Grösse ist, nämlich der kleinste numerische Werth, 
den. U+2h’' zwischen 0 und ? annimmt; die Integration giebt 
R<R+Rit— pt}, 

d.h. R näherte sich mit wachsendem t der negativen Unendlichkeit, was absurd 
ist, da. R eine Summe von Quadraten bedeutet: Man kann alle diese Betrachtungen 
in der Behauptung zusammenfassen, dass U+2h' in den Grenzen der Integration 
weder lauter positive, noch lauter negative Werthe haben kann, die Stabilität 
des Sonnensystems vorausgesetzt. U-+-2h’ muss also vom Positiven zum Negativen 
fortwährend herüber und hinüberschwanken, d. h. U muss um —2h' herum- 


ee 


schwanken. Diese Schwankungen von U müssen aber in bestimmten endlichen 
Grenzen eingeschlossen za denn: gesetzt, U werde zu einer Zeit unendlich gross, 


so kann dies, da U = y. 


ist, nur dadurch geschehen, dass sich zwei Körper 


Piz 


unendlich nahe kommen. Da dann ihre Attraction unendlich gross wird, so 
würden sie sich nie wieder trennen können; es bleibt also von der Zeit an ein 
bestimmtes 7,,—0, mithn U=&, und es wird, sowie man über diese Zeit 


hinaus integrirt, [ f (U+2h')d, mithin auch R, einen unendlich grossen positiven 


Werth erhalten, welchen Werth auch A’ habe. Es müssten also andere Körper 
des Sonnensystems sich unendlich weit entfernen, mithin müsste die Stabilität 
aufhören. U muss also um —2h’ herum Schwankungen machen, die zwischen 
bestimmten endlichen Grenzen eingeschlossen sind, von welchem Verhalten die 
periodischen Functionen ein Beispiel geben, deren constanter Term — —2#' ist. 
Dies en durch die De für die elliptische Bewegung bestätigt. In diesen 


st U=-, —2h = % (abgesehen von einem constanten, beiden Grössen gemein- 
samen F ns r muss also um a herumschwanken, was in der That der Fall ist, 


. * . 1 . . 
ferner muss die Entwickelung von — nach der mittleren Anomalie den constanten 


Term = enthalten, und auch dies findet wirklich statt. Bei der gegenseitigen 


Anziehung zweier Körper geben negative Werthe von A’ die elliptische Bewegung, 
= entspricht der parabolischen, und positive Werthe geben die hyperbolische 
Bewegung, was ebenfalls mit unseren Resultaten übereinstimmt. 

Den Satz, dass U um —2h’ oder U+2h' um Null herumschwankt, we 
man auch so ausdrücken, dass 2U+2h' um U herumschwankt; 2U+2h' ist 
aber nach Gleichung (8.) die lebendige Kraft (um den Schwerpunkt); also muss 
der Werth der lebendigen Kraft um den Werth der Kräftefunetion herum- 
schwanken. Werden alle Entfernungen im System sehr gross, so wird die 
Kräftefunetion sehr klein, also nach dem Satz der lebendigen Kraft auch diese. 
Mithin werden ebenso die Geschwindigkeiten sehr klein, oder je mehr die Ent- 
fernungen wachsen, desto kleiner werden die Geschwindigkeiten; hierauf beruht 
die Stabilität. | 

In diesen und ähnlichen. Betrachtungen liegt der Ka der berühmten 
Untersuchungen von Laplace, Lagrange und Porsson über die Stabilität des Welt- 
systems. Es existirt nämlich der Satz: Nimmt man die Elemente einer Planeten- 
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bahn veränderlich an und entwickelt die grosse Axe nach der Zeit, so tritt 
diese nur als Argument periodischer Functionen ein, es kommen keine der Zeit 
proportionale Terme vor. Diesen Satz hat zuerst Laplace nur für kleine 
Excentrieitäten und die erste Potenz der Masse bewiesen. Lagrange dehnte 
ihn *) mit emem Federstrich auf beliebige Excentricitäten aus. Porsson endlich 
bewies"), dass er auch noch gilt, wenn man die zweite Potenz der Masse be- 
rücksichtigt; diese Arbeit ist eine seiner schönsten. Bei der Berücksichtigung 
der dritten Potenz der Masse kommt schon die Zeit ausserhalb der periodischen 
Functionen, aber noch mit denselben multiplicirt vor; wird noch die vierte 
Potenz berücksichtigt, so tritt 2 sogar schon, ohne in periodische Functionen 
multiplieirt zu sein, auf. Das Resultat für die dritte Potenz gäbe also noch 
immer Oscillationen um einen Mittelwerth, aber für £—=oo unendlich grosse, bei 
Berücksichtigung der vierten Potenz sind aber überhaupt dergleichen Oscillationen 
nicht mehr vorhanden. Auf ein ähnliches Resultat kommt man bei den kleinen 
Schwingungen; bei Berücksichtigung höherer Potenzen der Verschiebungen kommt 
man hier zu dem Ergebniss, dass kleine Impulse mit wachsendem ? zu immer 
grösseren Schwingungen führen. 

Aber alle diese Resultate beweisen genau genommen gar nichts. Denn 
indem man die höheren Potenzen der- Verschiebungen vernachlässigt, nimmt man 
an, dass die Zeit klein sei, und kann nicht hieraus Schlüsse auf grosse Werthe 
von ? machen. Man hätte sich daher gar nicht wundern dürfen, wenn auch 
für die erste und zweite Potenz der Masse die Zeit schon ausserhalb der pe- 
riodischen Funetionen vorkäme; denn die Berechtigung zur Entwickelung und 
Vernachlässigung der höheren Potenzen der Masse liest nur in der Annahme, 
dass f eine gewisse Grenze nicht übersteigt. Man bewegt sich daher in 
einem Kreise. 

Ein anschauliches Beispiel hiervon giebt das Pendel. Die Stellung, in 
welcher die Kugel senkrecht über dem Aufhängungspunkt sich befindet, giebt 
ein labiles Gleichgewicht des Pendels. Man erhält hier die Zeit ausserhalb des 
Sinus und Cosinus und und schliesst daraus mit Recht, dass ein unendlich kleiner 
Impuls eine endliche Bewegung giebt; aber es wäre sehr falsch, aus dem Um- 
stand, dass die Zeit ausserhalb der periodischen Funetionen vorkommt, zu 
schliessen, ‘dass die Bewegung des Pendels nicht periodisch sei, denn die Kugel 


*) Mem. de l’Institut, 1808. 
**) Journal de l’ecole polytechnique, cah. 15. 
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rotirt in dem vorliegenden Fall periodisch um ihren Aufhängungspunkt. Ebenso 
falsch wäre es, aus dem Resultate, welches sich bei Berücksichtigung der höheren 
Potenzen der Masse im Sonnensysteme ergiebt, zu schliessen, dass es nicht 
stabil sei. 


Fünfte Vorlesung. 
Das Prineip der Erhaltung der Flächenräume. 


Indem wir die Annahme machten, dass die Kräftefunetion U und die 
Bedingungsgleichungen ungeändert blieben, wenn man sämmtliche x-Coordinaten 
um ein und dasselbe Stück ändert, sämmtliche y-Coordinaten um ein zweites, 
sämmtliche z-Coordinaten um ein drittes, fanden wir das Princip der Erhaltung 
der Bewegung des Schwerpunkts. Die angegebenen Aenderungen der Coordinaten 
kommen darauf hinaus, dass man den Anfangspunkt derselben verlegt, die 
Coordinatenaxen aber parallel bleiben lässt. 

Wir wollen jetzt eine andere Annahme machen: Es sollen die Bedingungs- 
gleichungen ungeändert bleiben, wenn man bei ungeänderter x-Axe die Axen 
der y und z um einen beliebigen Winkel in ihrer Ebene dreht. Setzt man 

Y==T0089, 2 == rnn, 
so kommt dies mit der Vermehrung des Winkels v um einen beliebigen Winkel 
öv überein. Bezeichnet man für die verschiedenen Punkte des Systems die 
Winkel v» respective mit v,, %, ... % ..., so müssen also U und die Be- 
dingungsgleichungen ungeändert bleiben, wenn sämmtliche » um denselben 
Winkel dv geändert werden, d.h. sie müssen nur von-den Differenzen v,—v, 
abhängig sein. Hierher gehört ein ganz freies System und überhaupt jeder 
Fall, wo nur die Entfernungen je zweier materiellen Punkte des Systems vor- 
kommen. Durch Einführung von r und v wird nämlich der Ausdruck für eine 
solche Distanz: 
N, = (& —2,)’+-(r, 608%, —7,c08%,)’+-(r,sinv, —r,sinv,)” 
— (a, —a,)’ +r!+r}—2r, r,cos(w, —®v,), 

also nur von der Differenz v,—v, abhängig. Ebenso gehört der Fall hierher, 
wo die Punkte des Systems gezwungen sind, sich auf einer Rotationsfläche zu 
bewegen, deren Rotationsaxe die Axe der x ist; alsdann kommen nämlich die v 
in den Bedingungsgleichungen gar nicht vor. Ferner ist zu bemerken, dass, 


a 


wenn feste Punkte in dem Problem vorkommen sollen, diese in der Axe der ® 
‚liegen müssen. 

Bei dieser Annahme über U und die Bedingungsgleichungen wird man 
also sämmtliche v, gleichzeitig um dv vermehren können. Hierdurch bleiben 
die x, ungeändert, die y, und z, aber werden varüirt, denn es ist 

y‚=1r,008V, 2,=r,sinv,, 
also erhält man 
0, —=0, WM —r,sinv,.dv, de, = r,00sv,dv 
= —2,dv — y,dv 
als die für unser Problem geltenden virtuellen Variationen der Coordinaten. 
Die Einsetzung dieser Werthe in die symbolische Gleichung (2.) der zweiten 
Vorlesung führt zu der Gleichung: 
d’y, d’z, 
a == 005 
für die angegebenen Verschiebungen bleibt U ungeändert, also ist dU=0, 
und man hat 


8; d’y, 
(1.3 Im, =D: 


Wir wollen hier sogleich bemerken, dass diese Gleichung in dem allgemeineren 
Fall, 'wo statt U auf der rechten Seite der Ausdruck &(X,dx,+Y,dy,+Z,dz;) 
steht, ebenfalls gültig bleibt, wenn nur 

(2.) z(Y,z.—Zy)=0 | 
ist. Ist dieser Ausdruck nicht gleich Null, so tritt er auf der rechten Seite der 
Gleichung (1.) an die Stelle der Null. Nehmen wir also an, dass entweder eine 
Kräftefunetion U von der angegebenen Beschaffenheit existire oder dass in dem 
allgemeineren Falle, wo sie nicht existirt, die Gleichung (2.) erfüllt se. Dann 
gilt die Gleichung (1.) in der oben angegebenen Form; ihre linke Seite ist aber 
integrabel, und man erhält durch Integration: 

ee da. dy, 

@ u | 
wo « die Constante der Integration ‚bedeutet. Führt man wieder die Polar- 
coordinaten r; und v, ein, so nimmt (3.) die Form an: 


| Zm 


dv. 


N — — 
ii dt as 


DE 


In dieser Gleichung ist das Prineip der Erhaltung der Flächen enthalten. Es 
ist nämlich bekanntlich r’dv gleich dem doppelten Flächenelement in Polar- 
coordinaten, also ergiebt eine nochmalige Integration der Gleichung (4.) von 
0 bis £ den Satz: Multiplieirt man jeden der Flächenrdume, welche von den auf 
die Ebene der yz proyieirten Radien Vectoren in dieser Ebene beschrieben werden, 
in die Masse des dazugehörigen materiellen Punktes, so ıst die Summe der Pro- 
ducte proportional der Zeit. Dies ist das berühmte Princip von der Erhaltung 
der Flächenräume. Es gilt, wie gesagt, wenn U und die Bedingungsgleichungen 
dadurch nicht geändert werden, dass man die Axen der y und z in ihrer 
Ebene um die Axe der x dreht, eine Hypothese, welche man für die Bedingungs- 
gleichungen analytisch so ausdrücken kann, dass für jede Bedingungsgleichung 


f=0 die Gleichung 


identisch erfüllt sein muss. 

Dass bei der vorhin gebrauchten Transformation ydz—zdy = r’dv nur das 
Differential der Grösse v vorkommt, ist ein in vielen Fällen sehr wichtiger Umstand; 
aus dieser Transformation geht unter Anderem auch hervor, dass ydz—zdy in. 
eine homogene Function —2' Ordnung von y und z multiplieirt ein voll- 
ständiges Differential ist, da es sich als Product von dv in eine Function von v 
allein darstellt. 

In dem Fall, wo U und die Bedingungsgleichungen auch unverändert 
bleiben, wenn man die Axen der x und z um die der y und die Axen der 
x und y um die der z dreht, hat man ausser der Gleichung (3.) noch zwei 
"ähnliche, nämlich 


de. dz. 
(5.) Im, (a) = ß, 


dy. dv, 

Dies oilt z.B. für n sich frei im Raum bewegende Körper; in diesem Fall hat 
man daher immer vier Integrale, die drei Flächensätze und den Satz der leben- 
digen Kraft. x | 

Es ist ein sehr merkwürdiger Umstand, auf den wir schon in der Ein- 
leitung aufmerksam gemacht haben, dass von diesen Flächensätzen entweder nur 
einer gilt, oder alle drei. Wir werden es als ein reines Resultat des Calculs, 
als eine blosse Folgerung einer mathematischen Identität bewiesen sehen, dass 


Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 5, 
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der dritte Flächensatz immer aus den beiden anderen folgt. Wenn alle drei 
Flächensätze gelten, so kann man, ohne der Allgemeinheit der Lösung zu nahe 
zu treten, zwei der Öonstanten «, 8, y gleich Null annehmen. Diese Constanten 
werden nämlich in jedem Probleme durch: die Bedingungsgleichungen bestimmt; 
aber, wie dieselben auch beschaffen sein mögen, immer lassen sich die Coor- 
dinatenaxen so verlegen, dass im neuen Coordinatensystem zwei der Constanten 
verschwinden. In der That, die neuen Coordinaten seien &, ,, &, dann sind die 
allgemeinen Transformationsformeln der Coordinaten 

= am, + by, —+e2,, 

= a’, b'y, +2, 

= dab" y,—+c"2. 
Die Constanten a, b, c, a’, b', c', a”, b", c" genügen unter anderen folgenden 
neun Gleichungen: 


Au ae SAP Sr a, alte MaEn b, ad" — ad! „a ö, 
be—be" =a, da—cau' db, Ab— id =, 
be—be =ua, ca— da—=!!", ab'— ab —=d!". 


Demnach ist mit Berücksichtigung dieser Gleichungen 


d£, dn, dz, dy de, dz. dy, dı. 
ee are = oo sa, + — A) 


i dt ER dt de: a Id 
daher 
U, dn; 
(7.) mn, FRE =) — aa+bp—+.ey. 


Hieraus sieht man, dass, wenn die Flächensätze für ein Coordinatensystem in 
allen drei Coordinatenebenen gelten, sie für jedes Coordinatensystem gelten ”). 
Wir wollen die neue Constante a&+bß-+-cy unter einer anderen Form darstellen. 


*) Die bisher betrachteten Flächensätze, welche sich auf einen unbeweglichen Anfangspunkt der 
Coordinaten beziehen, kann man auf -das Sonnensystem nicht anwenden, weil man im Weltraum keinen festen 
Punkt hat. Aber man überzeugt sich leicht, wenn man 5 

s=y+4, „=)4+B 3=3,+C 
setzt, wo A, B, € die Coordinaten des Schwerpunkts sind (dritte Vorlesung), dass die Flächensätze (3.), (5.), (6.) 
auch noch gelten, wenn man für x,, y,, 2, beziehungsweise x;, ),, 3, setzt, sobald man zugleich «, £, y um 
MROY—yOR), 
M(yD d— a) y'), 
M (00) 8’ — ß(0) «') 
verändert, d. h. dass jene Flächensätze auch noch für den Fall gelten, wo der gleichförmig und geradlinig be- 
_ wegte Schwerpunkt als Anfangspunkt der Coordinaten betrachtet wird. 


Be 


Bezeichnet man die Winkel, welche die Axe der & mit den Axen der x, y, z 
bildet, mit /, m, n, so ist 

a—cosl, b=cosm, c= cosn. 

Setzt man noch 


[04 
a’ +-B°+y? =: 


so hat man 


Y 
Ver 


cos/ 


— c08ü, 


= cosV, 


| 8 


aa+bB+cy = Va’ p°-+-y?.(coslcosi+c0sm cos u + cosn cos»). 

Aber da cos2’+cosw’+cosv’ —=1, so lassen sich 4, u, » als die Winkel an- 
sehen, welche eine gewisse Gerade L mit den Axen der a, y, z bildet. Be- 
zeichnet man den Winkel, welchen diese Gerade mit der &-Axe bildet, mit V, 
so hat man 

| - 60816082 +-C08m c08 1 +C08sncosv — cosV, 

also 


aa +bB-+cy = VYa?’+8’-+y?.cosV. 
Die Constante des Flächensatzes für die Ebene der n, & ist also — Ve+ß?’+y? 
multiplieirt in den Cosinus des Winkels, welchen die Axe der & mit der nach 
obiger Angabe construirten Geraden L bildet. Dasselbe gilt natürlich für die 
beiden anderen Flächensätze in dem neuen Öoordinatensystem, nur dass statt V 
die Winkel V’ und V" zu nehmen sind, welche die Gerade L mit den Axen 
der n und £ bildet. Lässt man nun die Axe der & mit der Geraden Z zusammen- 
fallen, so wird der Winkel V=0, zu gleicher Zeit wird V’ = 90° und V" —= 90°, 
daher cosY—=1, cosV'—=0, cosV"—=0. Hieraus sieht man, dass die Constanten 
der Flächensätze für die Ebenen der &, 7 und &, & wirklich Null werden und zu- 
gleich wird die Constante des Flächensatzes der Ebene der n, & 
Ve+p’+r’, | 

d.h. gleich dem Maximum, welches sie überhaupt erreichen kann, da ihr Werth 
in der allgemeinen Form VYe@’+ß”-+-y’.cosV enthalten ist. 

Die auf diese Weise bestimmte Ebene der », £ hat Laplace mit dem Namen 
der unveränderlichen Ebene belegt; er hat geglaubt, dass man sie dazu be- 
nutzen könne, zu finden, ob ım Lauf der Jahrtausende Stösse im Sonnensystem 
vorgekommen sind, da durch solche ihre Lage geändert werden müsste. Geben 
umgekehrt zwei zu verschiedenen Zeiten angestellte Messungen verschiedene 
Lagen für diese Ebene, ‘so müssen Stösse während dieser Zeit vorgekommen 
sein. Dies ist aber der geringste Nutzen der unveränderlichen Ebene. Schreiben 

5* 


erg 
wir für die neuen Coordinaten wieder die Buchstaben der frühern x, y, 2, so dass 
die Ebene der y, z die unveränderliche wird, so haben wir die drei Flächensätze 


> ( dz, dy, ( die, d2, ( dy, = 
FERN ANT r Eee “ DEE a a 
NE = enden = a VE 


wo 
e = VoHRHT. 

Für den Fall zweier Körper kann man diesen Flächensätzen eine interessante 

geometrische Deutung geben. In diesem Fall hat man 


Mm, (y a: ==» 27 )+m, (y “2; 2 ) =8&, 


N re 
( da, 2) m, ( da, a 
Be > u er 
dy, da d dı 
= 


Durch Elimination von m, und m, aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 


da, dz, \, dy, » -( da, de, ) ( dy, = 
8) (a FE es BE er 


Diese Proportion hat eine einfache geometrische Bedeutung. In der That, man 
denke sich in m, an die von m, beschriebene Öurve eine Tangente gelest, durch 
diese Tangente und den Anfangspunkt der Coordinaten denke man sich eine 
Ebene E, gelegt, auf diese Ebene eine Normale N, im Anfangspunkt der Coor- 
dinaten errichtet. Die Cosinus der Winkel, welche N, mit den Öoordinatenaxen 
bildet, seien ?,, 9,, 7,; dann hat man für den Punkt m, die beiden Gleichungen 


PAtIyMTrr2 = 0, 
pda +g,dy,+r,d2, —0, 


welche sich auch in Form einer doppelten Proportion schreiben lassen, nämlich: 
Pı:9,:7, = (y,dz,—2,dy,) : (2, da, — 2, dz,) : (2, dy, —y,da,). 
Ebenso erhält man, wenn man für den Punkt m, die analoge Construction macht, 
indem man die Ebene E, der E, entsprechend und die Normale N, der N, ent- 
sprechend construirt und hierdurch die Cosinus p;, 93, 7, bestimmt: 
P3:9%:7, = (yde,—2,dy,): (2,da,— x,dz,) :(a,dy,—y,da,). 
Hieraus geht hervor, dass man die Gleichung (8.) vermittelst der Grössen 
Pı> 91» Fı> Pas 9a, 7, Schreiben kann: 


Tr, = 9!Tz- 


enden lea unbe c. 


BEE a 
Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung lässt sich leicht finden. Die 
Gleichungen der Geraden N, und N, sind 


RER ee 
Pı qı ”, Ps VB T, 
Daher hat man als Gleichungen ihrer Projectionen auf die Ebene der yz 
md 
9 r, > VB N, 


Aber da 91:7, = 09:73, so sind diese beiden Gleichungen identisch, d. h. N, 
und N, haben dieselbe Projection in der Ebene der yz, oder auch, N, und N, 
liegen in einer Ebene, welche senkrecht auf der der yz steht, und welche, da 
N, und N, durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen, die Axe der & 
enthält. Hieraus geht für die Ebenen E, und E, hervor, dass sie die Ebene 
der y, 2 in einer und derselben Linie schneiden. Es gilt also für die freie Be- 
wegung zweier Massen m, und m, der Satz: 

Wenn man sich in m, und m; Tangenten an die Bahnen der beiden 
Punkte gezogen und durch diese Tangenten und den Schwerpunkt des Systems 
(dieser ist der Anfangspunkt der Coordinaten) Ebenen gelegt denkt, so schneiden 
dieselben die unveränderhche Ebene (die Ebene der 9, 2) in eimer und derselben 
Geraden. 

Diese geometrische Deutung rührt von Poinsot her. Ich habe von 
derselben eine interessante Anwendung auf das Problem der drei Körper 
gemacht”). 

Sowie aus dem Satz der lebendigen Kraft die Stabilität des Weltsystems 
rücksichtlich seiner Dimensionen abgeleitet wurde, ‘so kann das Princip der 
Flächen dazu benutzt werden, die Stabilität desselben rücksichtlich der Form 
seiner Bahnen zu beweisen. Der früher erwähnte Beweis sollte zeigen, dass 
die grossen Axen der Ellipsen, in welchen sich die Planeten bewegen, nicht 
über gewisse Grenzen hinauswachsen können; ebenso kann man aus dem Satz 
der Flächen beweisen, dass die Excentricitäten sich nur zwischen gewissen 
Grenzen verändern können, und hiervon hängen die Formen der Bahnen ab. 
Aber ausser dem Uebelstande des früheren Beweises, dass für die Berücksichtigung 
der höheren Potenzen dennoch säculare Terme vorkommen, d. h. solche, welche 
die Zeit ausserhalb der periodischen Functionen Sinus und Cosinus enthalten, 


*) Crelles Journal, Bd. 26, p. 115. Math. Werke, Bd. I, p. 30. 
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leidet dieser Beweis an der Unvollkommenheit, dass er nur für Himmelskörper 
mit einigermassen beträchtlichen Massen gilt. In der Gleichung nämlich, aus 
welcher man das in Rede stehende Resultat zieht, sind die einzelnen Terme 
in die Massen der Himmelskörper multiplieirt, und daher influiren die Körper 
mit kleinen Massen so wenig auf die ganze Gleichung, dass man auf ihre 
Excentricitäten hieraus keinen Schluss machen kann. Die Stabilität der Form 
der Bahn gilt auch in der That nicht von den Kometen; sie gilt auch nicht 
einmal für die kleineren Planeten, z. B. den Mercur, dessen Masse so gering 
ist, dass sie bisher nur nach Muthmassungen geschätzt werden konnte, und dass 
der erste von Encke herrührende Versuch, dieselbe aus Beobachtungen herzu- 
leiten, nur durch die ausserordentliche Nähe möglich wurde, in welche der nach 
ihm benannte Komet dem Mercur kam. 

Wenn zu den gegenseitigen Attractionen der materiellen Punkte noch 
Anziehungen nach festen Centren hinzukommen, so hört das Princip der Flächen 
‚auf zu gelten, es sei denn, dass diese Centren in einer Geraden liegen. 
Nehmen wir diese Gerade zur Axe der x, so gilt alsdann der eine Flächensatz 
in der Ebene der %, z, während die andern beiden zu bestehen aufhören. In 
der That, betrachten wir einen materiellen Punkt m; und denken wir uns durch 
denselben eine Ebene Z&, parallel der Ebene der y, z gelegt. Die Resultante aller 
Anziehungen, welche der Punkt m, durch alle in der Axe der x gelegenen festen 
Centren erleidet, wird von ihm aus nach einem gewissen Punkte der x-Axe 
hin gerichtet sein; man kann daher diese Kraft in zwei zerlegen, von denen 
die eine parallel der Axe der x durch den Punkt m, geht, die andere von dem 
Punkt m; nach dem Durchschnittspunkt der Ebene E, mit der Axe der x ge- 
richtet ist, und daher in dieser Ebene liest. Die letztere Kraft wollen wir mit 
Q; bezeichnen und dieselbe in zwei Componenten parallel den Axen der y und z 
zerlegen. Behalten wir die früheren Bezeichnungen bei, so ist die Componente 
parallel der y-Axe 

.— Q,00sP,, 
und die Componente parallel der z-Axe s 
— Q,sinv,. 
Daher kommt in der symbolischen Gleichung der Bewegung zu dem. früheren 
OU jetzt noch der Ausdruck 
ZQ,(cosv,.dy,+-sinv,.d2,) 
hinzu. Wir haben also, wenn wir unter U nur denjenigen Theil der Kräfte- 


: 


funetion verstehen, welcher von der gegenseitigen Attraction der Punkte herrührt, 


2 2 


d’y, 2, 
= dy,—+ IE 32 — dU+2Q,(cosv,.dy,—+-sinv,d,), 


d’x, 
Im, | TR de, + 


‘oder, wenn wie oben 


da, —0, dy, = —r,sinv,do = —2,do, 2, — r,c0sv,dv — Y,bv 


gesetzt wird, wodurch dU verschwindet, 


d.h. das Prineip der Erhaltung der Flächen gilt für die Ebene, auf welcher 
die Gerade senkrecht steht, in der sämmtliche festen Centra enthalten sind. 
In diesem Fall hat man also zwei Integrale, den Satz der lebendigen Kraft 
und einen Flächensatz. Treten aber in das Problem mehrere feste Oentra ein, 
welche nicht in gerader Linie liegen, so existirt kein Flächensatz mehr, und 
man hat nur noch das eine Integral des Princips der lebendigen Kraft. 
Nimmt man überdies an, dass die -Centra nicht fest seien, sondern eine 
eigene, von den übrigen materiellen Punkten des Systems unabhängige Bewegung 
haben, so dass diese Bewegung eine gegebene Function der Zeit ist, so hört 
auch das Princip der lebendigen Kraft zu bestehen auf. Solche Fälle kommen 
in der Natur vor; hierher gehört z. B. die Attraction eines Kometen durch 
Sonne und Jupiter, wo die Bahnen von Sonne und Jupiter als gegeben anzu- 
sehen sind, und der Komet als ein materieller Punkt, der auf jene Bahnen gar 
keinen Einfluss hat. Hier hört, wie gesagt, das Princip der lebendigen Kraft 
zu bestehen auf; denn dieses beruht wesentlich darauf, dass man für die Ent- 
fernung r eines materiellen Punktes (x, y, 2) von einem Centrum (a, b, c) die 
Differentialgleichung 
y—b 2—c 


dr = de—+ dy+ 
r r r 


dz 


hat. Aber diese Differentialgleichung setzt voraus, dass a, b, ce Öonstanten sind; 
“ sie hört.also in unserem Falle zu bestehen auf und mit ihr das Princip der 
lebendigen Kraft. Man kann zwar noch immer die auf die einzelnen Punkte 
wirkenden Kräfte als partielle Differentialquotienten einer Function U darstellen, 


Ba ee 


aber diese Function enthält jetzt ausser den Coordinaten noch die Zeit explicite; 
es ist daher jetzt nicht mehr | 
du ae au dy, 2 
— — ++. ], 
di \cm de 0Oy, dt . 02, dt 


sondern es kommt jetzt auf der rechten Seite noch der partielle Differential- 
quotient a hinzu, so dass 
ot 2 i 
SR u, ana) au au 
(Ze a ya, ua) u 
Nun war die Differentialgleichung des Satzes der lebendigen Kraft 
5 ( da,  dy, d’y, . de, = = Se oudy, OU | 
mM. Nele BR, I 


> 


En 
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a, ud 
Diese wurde, indem man für die rechte Seite aD setzen konnte, integrabel. 


dt 
Jetzt aber muss man für dieselbe . setzen und kann daher nicht mehr 
integriren. Wenn man in der Gleichung 
de, da, .dy, d’y, _.de, d’, AU: 88 
au ae 
U in die Summe U-+-V zerfällt denkt, wo V die Zeit explieite enthält, U aber 
nicht, so ergiebt sich 
duo, d’s, dy, d’y, de, d’z, HT DR 

ee ern 
Dies ist die Gleichung, welche an die Stelle der Differentialgleichung 
des Princips der lebendigen Kraft tritt, die aber jetzt kein Integral mehr liefert. 
Ebenso wenig gilt jetzt noch das Princip der Flächen; man hat also kein einziges 
Prineip, welches ein Integral gäbe. Dennoch habe ich bemerkt, dass es eine 
Hypothese über die Bewegung der festen Centren giebt und zwar eine dem 
eben erwähnten Fall der Natur sehr nahe kommende Hypothese, unter deren 
Annahme man aus der Combination beider Principe ein Integral erhalten kann. 
Diese Hypothese besteht darin, dass man annimmt, die festen Centren bewegen 
sich in Kreisen mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um eine und dieselbe Axe, 
so dass man für die Coordinaten irgend eines Öentrums (a, b, c) 

a = Const, b= ßcosnt, c = Psinnt 

habe, wo n für alle Centren denselben Werth hat, und wo die x-Axe gemein- 
schaftliche Rotationsaxe ist. Dies kommt in der That mit dem Fall der Natur 


un een 
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sehr nahe überein, denn Sonne und Jupiter bewegen sich in der Ekliptik um 
ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt in Ellipsen mit sehr kleiner Excentricität 
(ungefähr =z1,), die mithin als Kreise anzusehen sind. Ihre Umlaufszeit ist 
gleich gross, und setzt man diese —T, so hat man zur Bestimmung von n die 
Gleichung nT = 2n. 

Wir wollen nun untersuchen, was in diesem Fall aus der Differential- 
gleichung des Princips der Flächen wird. Wenn wir der Allgemeinheit wegen 
ausser den Centren nicht einen einzelnen materiellen Punkt annehmen, sondern 
ein ganzes System von Punkten, so wird in unserem Fall die Kräftefunction 
aus zwei Complexen von Termen bestehen. Der erste Complex rührt von der 
gegenseitigen Attraction der materiellen Punkte her und umfasst Glieder der Form 

m,m,, 
Va—e)+9—4)+@—2,)’ 


oder, wenn wir wieder, wie ım Vorhergehenden, 7, und », einführen, der Form 


M.M,, 
T T 


Ve, —a,)’ +r?’—+ r, —2r,r,008(0,—,,) 


Der zweite Complex rührt von der Anziehung der Öentren her und umfasst 
Glieder der Form 


mi 

| va)’ +y—’+@—o’ 
oder, wenn wir auch hier r, und v, einführen und zugleich b= ßcosnt, c= Psinnt 
einsetzen, 


m, {u 


Ve, —-o)’-+r?+B’—2r,ß cos(v, —nt) 


(B.) 


Beide Complexe bleiben unverändert, wenn man alle Grössen v, um dieselbe 
(Juantität vergrössert und zugleich £ um den n‘“ Theil derselben, wenn man 
also®für jeden Werth von ı 

dv, — nöt 


setzt, welche Variationen für unseren Fall virtuelle sind. Wir wollen den ersten 
Complex von Termen U, den zweiten V nennen. 
In der allgemeinen symbolischen Gleichung 
d’x. d’y, d’z. R U U U 
i ur RL a Bj y, 
zm,| de? da, + de? dy,+ de? o=) (3 da, oy, dy,+ ö2, =) 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 6 
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tritt in diesem Fall U+YV an die Stelle von U, also wird die rechte Seite 

oU oU oU oV cV oV 

-x( > da, 3; y,—+ E77 BDEeie re A, da öy, YtZ,- ii): 

In U ist t nicht explicite enthalten, die erste ni wird daher Beich EEE 


A ist t allerdings explicite enthalten, es fehlt also zur zweiten Summe noch 


Sr ar, um das vollständige 0V zu SR d.h. sie ist gleich d „er # und 


man hat 


sm (is al 
Fr ar 7 ro )- Bu en 
Die obigen Variationen sind aber so eingerichtet, dass U und V durch sie un- 


geändert bleiben, daher hat man dU=0 und dV=0; ferner ist 


da, —0, dy, = —r,sinv,dv, = —n2,dt, 2, — r,cosv,dv, — ny,öt, 
also 
de, _d’y, oV 
10. Au a io. 
ER an iD ap ) ot 


Dies ist die Gleichung, welche in unserem Fall an die Stelle der Differential- 
gleichung des Princips der Flächen tritt; V ist ein Aggregat von Termen der 
Form (B.), wo n in allen Termen dasselbe sein muss, alle übrigen Grössen aber 
von einem Gliede zum anderen verschiedene Werthe annehmen können. — Nun 
war die Gleichung (9.) 
de, d’a, dy, d’y, de, d’z, 5 2 ng 
et ala. Be 


d ff de; \? (3)} = au, ar: 0%. 
ml) + + dt Ra re 


Wenn man (10.) von dieser Gleichung abzieht, so erhält man 


d (( da, (2 ); & )} ( d’z, d’y, dl: dr 
z Re BRIEEN BERN SEN, 4 De 
32m (5 dt =) An 2 32 aaa 097” BRRANTEE SU )- Be 


oder durch Integration 


ar (7 2 [ 2 (= . sm d2, dy, : 
( ) 32m A Ir ; dt a) = OH. 


Dies ist das aus der Combination der Principe der lebendigen Kraft und 
der Flächen entstandene Princip, welches gilt, wenn ‘Attractions-Centra sich 
um eine Rotationsaxe mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegen. In diese 
Kategorie gehört zum Beispiel die Bewegung an der Oberfläche der Erde oder 


oder 


TREE 


ti lt et El ne 
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in deren Nähe, denn die Erde ist ein Aggregat solcher Anziehungscentren. 
Unter diesen Gesichtspunkt müsste auch in der That die Aufgabe gefasst werden, 
wenn die Verschiedenheit der Dichtigkeit der Erde unter verschiedenen Me- 
ridianen beträchtlich wäre. Unter dieser Voraussetzung würde, wenn zugleich 
der Mond der Erde näher wäre und diese sich langsamer bewegte, die An- 
ziehung des Mondes durch die Erde unter Anderem, auch eine Funetion des 
Stundenwinkels sein. Alsdann wären die Momente der Trägheit in Bezug auf 
die verschiedenen Meridianebenen verschieden, was sich in den Beobachtungen 
entdecken lassen müsste. 


Sechste Vorlesung. 
Das Princip der kleinsten Wirkung. 


Wir kommen jetzt zu einem neuen Prineip, welches nicht, wie die 
früheren, ein Integral giebt. Dies ist das „principe de la moindre action“, 
fälschlich der kleinsten Wirkung genannt. Die Wichtigkeit desselben liegt 
erstens in der Form, unter welcher es die Differentialgleichungen der Bewegung 
darstellt, und zweitens darin, dass es eine Function angiebt, welche, wenn diese 
Differentialgleichungen erfüllt sind, ein Minimum wird. Ein solches Minimum 
existirt zwar bei allen Aufgaben, aber man weiss in der Regel nicht wo. 
Während daher das Interesse dieses Princips gerade darin besteht, dass man 
das Minimum allgemein angeben kann, legte man in früheren Zeiten ein über- 
triebenes Gewicht darauf, dass ein solches Minimum überhaupt existire. Ein 
Beispiel des in Rede stehenden Princips kommt in der schon früher eitirten 


Abhandlung von Euler „de motu projectorum“ vor. Nachdem er daselbst das- 


selbe für die Anziehungen nach festen Centren bewiesen hat, gelingt ihm dies 
nicht für gegenseitige Attractionen, für welche ihm die Geltung des Prineips 
der lebendigen Kraft unbekannt war; er begnügt sich daher zu sagen, für gegen- 
seitige Anziehungen würde die Rechnung sehr weitläufig, indessen müsste das 
Prineip der kleinsten Wirkung auch hier gelten, denn die Grundsätze einer ge- 
sunden Metaphysik zeigten, dass in der Natur die Kräfte nothwendig immer 
die kleinste Wirkung hervorbringen müssten (wegen der den Körpern inwohnenden 
Trägheit, wie er meinte). Aber dies zeigt weder eine gesunde, noch überhaupt 
irgend eine Metaphysik, und in der That ist Zuler nur durch Missverständniss 
G* 


Ba 


des Namens „kleinste Wirkung“ zu diesem Ausspruch veranlasst worden. 
Maupertuis wollte mit diesem Namen ausdrücken, dass die Natur ihre Wirkungen 
mit dem kleinsten Kraftaufwand erreiche, und dies ist die wahre Bedeutung 
des Namens „principe de la moindre action“. 

Dies Prineip wird fast in allen Lehrbüchern, auch in den besten, in denen 
von Poisson, Lagrange und Laplace, so dargestellt, dass es nach meiner Ansicht 
nicht zu verstehen ist. Es wird nämlich gesagt, es solle das Integral 


/ Im .v.ds. 
et. % 7 
NE Kent ; ; i Sr 
“ die Geschwindigkeit des Punktes m, bezeichnet) ein Minimum 
dt 
sein. wenn man das Inteoral von einer Position des Systems zur anderen aus- 
>) 


(worin 0 


dehne. Es wird zwar dabei gesagt, dieser Satz gelte nur, so lange der Satz 
der lebendigen Kräfte gelte, aber es wird zu sagen vergessen, dass man durch 
den Satz der lebendigen Kraft die Zeit aus obigem Integral eliminiren und alles 
auf Raumelemente reduciren müsse. * Das Minimum des obigen Integrals ist 
übrigens so zu verstehen, dass, wenn die Anfangs- und Endpositionen gegeben 
sind, das Integral unter allen von der einen zur anderen Position möglichen 
Wegen für den wirklich durchlaufenen ein Minimum wird. 


RE \ ; j h | ASS, 
Eliminiren wir die Zeit aus obigem Integral. Setzen wir v,—= z 
‚so wird 
Im.ds? 
Sl 
2} [2 dt 


Aber nach dem Satz der lebendigen Kraft ist 
32m, = U+h, 
oder 


Im.ds? Vo 
Zar 2(U+h), 


EM en) 
u 1 md 


Führt man diesen Werth von = ein, so ergiebt sich 


Sms, — [VRUHMVEm.ds}. 


Die Differentialgleichungen der Bewegung geben integrirt die 3n Coordinaten 
des Problems durch die Zeit ausgedrückt; zwischen je zwei Coordinaten kann 


man aber die Zeit eliminiren und erhält, wenn man will, 3”—1 Coordinaten 
durch eine ausgedrückt, z. B. durch «,. Unter dieser Voraussetzung kann man 


für Im,ds}; den Ausdruck Em, = 


KL 


t 


u E) I .. 
) dw: substituirren und erhält demnach das 
1 


[vrTHHyV am (SE) a6, 


mit welcher nun ein ganz bestimmter Begriff verbunden ist. Lassen wir, um 
keiner Coordinate den Vorzug zu geben, das Integral in der früheren Form 


1 V2(OHN) VEm.ds, 
so können wir das Prineip der kleinsten Wirkung so aussprechen: 
Sind zwei Positionen des Systems gegeben (d. h. kennt man die Werthe, 
welche für 8 —=a und &,—=b die übrigen 3n—1 Üoordinaten erhalten), und dehnt 


man das Integral 


Integral in der Form 


n VE(OHN) VEm.ds: 


auf die ganze Bahn des Systems von der ersten Position zur zweiten aus, so ıst 
sein Werth für die wirkliche Bahn ein Minimum in Beziehung auf alle möglichen 
Bahnen, d. h. solche, welche mit den Bedingungen des Systems (wenn es deren 
giebt) vereinbar sind. Es wird also 


f VE(OHMYVEm ds 


ein Minimum oder 


(1) ö N VE(OHI)YVEm.de: = 0. 


Es ist schwer eine metaphysische Ursache für das Princip der kleinsten Wirkung 
zu finden, wenn es in dieser wahren Form, wie nothwendig ist, ausgesprochen 
wird. Es giebt Minima ganz anderer Art, aus denen man ebenfalls die Differential- 
gleichungen der Bewegung ableiten kann, welche in dieser Rücksicht etwas viel 
Ansprechenderes haben. 

Zu dem Princip der kleinsten Wirkung muss noch eine Beschränkung 
hinzugesetzt werden. Das Minimum des Integrals findet nämlich nicht zwischen 
zwei beliebigen Positionen des Systems statt, sondern nur wenn die Endposition 


‘ der Anfangsposition hinlänglich nahe ist. Wir werden sogleich erörtern, welche 


Grenze hier nicht überschritten werden darf. 


I 


Betrachten wir zunächst einen besonderen Fall. Es bewege sich ein 
einzelner materieller Punkt auf einer gegebenen Oberfläche durch einen anfäng- 
lichen Stoss fortgetrieben, ohne dass Anziehungskräfte auf ihn wirken. In 
diesem Fall ist U=0 und die Summe Fm;ds? zieht sich auf mds’ zusammen; 
es wird also 

1 ds 


. S 
ein Minimum, d. h. der materielle Punkt beschreibt eine kürzeste Linie auf der 
gegebenen Oberfläche. Aber die kürzesten Linien haben ihre Eigenschaft, ein 
Minimum zu sein, nur zwischen gewissen Grenzen; auf der Kugel z. B., wo die 
grössten Kreise kürzeste Linien sind, hört diese Eigenschaft auf, wenn man eine 
Länge betrachtet, die grösser als 180° ist. Um dies einzusehen, wird man nicht 
die Ergänzung zu 360° zu Hülfe rufen dürfen, was nichts beweisen würde, da 
die Minima nur immer in Beziehung auf die unendlich nahe liegenden Linien 
stattzufinden brauchen; man überzeugt sich vielmehr davon auf eine andere Art. 
B sei der Pol.von A; man verlängere den grössten Kreis A@b 
A über B hinaus bis C und lege den grössten Kreis ABB unendlich 
nahe an AeB, dann ist AeBC = AßB+BC = Aß+PßB+BÜ. 
Es sei ferner $ unendlich nahe an B und £ÜU ein grösster 
Kreisbogen, so ist BJÜ<PB+BC, also ist die gebrochene Linie 
Aß+PÜC kleiner als der grösste Kreis A@BC. Auf der Kugel 
also ist 180° die Grenze der Minimum-Eigenschaft. Um diese 
Grenze allgemein zu bestimmen, habe ich folgenden Satz auf- 
B gestellt, auf welchen ich durch tiefer liegende Untersuchungen 
gekommen bin: 

Wenn man von einem Punkt einer Oberfläche nach allen Richtungen kürzeste 
Linien zieht, so können zwei Fälle eintreten: zwei unendhch nahe kürzeste Limen 
laufen entweder fortwährend neben einander, ohne sich zu schneiden, oder sie 
schneiden sich wiederum, und alsdann bildet die Continwtat aller Durchschnitts- 
punkte ihre eimhüllende Curve. Im ersten Falle hören die kürzesten Linien nie 
auf kürzeste zu sein, im zweiten sind sie es nur bis zum Berührungspunkte mit 

der einhüllenden Curve. 


oder 


Er 


Das Erstere findet, wie sich von selbst versteht, bei allen developpablen 
Flächen statt, denn in der Ebene schneiden sich die durch einen Punkt gehenden 
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Geraden nie wieder; ferner findet es auch, wie ich gefunden habe, bei allen 
concav-convexen Flächen statt, d. h. bei denjenigen, in welchen zwei auf ein- 
ander senkrechte Normalschnitte ihre Krümmungshalbmesser nach entgegen- 
gesetzten Seiten haben, z. B. bei dem einschaligen Hyperboloid und bei dem 
hyperbolischen Paraboloid. Hiermit soll übrigens nicht gesagt sein, dass es 
nicht auch concav-concave Flächen geben könnte, welche in diese Kategorie 
gehören, wenigstens ist die Unmöglichkeit hiervon nicht bewiesen. Ein Beispiel 
der zweiten Art giebt das Revolutionsellipsoid. Nehmen wir dasselbe wenig 
von der Kugel verschieden an, so werden die kürzesten Linien, welche durch 
einen beliebigen Punkt der Oberfläche gehen, sich zwar nicht, wie auf der 
Kugel, in dem Pole sämmtlich schneiden, aber sie werden in der Gegend des 
Pols eine kleine emhüllende Curve bilden. In diesem Umstande scheint bei 
oberflächlicher Betrachtung ein Paradoxon zu liegen; denn die einhüllende Curve 
hat im Allgemeinen die Eigenschaft, dass das System von Öurven, welches von 
derselben eingehüllt wird, nicht in den inneren Raum der einhüllenden ein- 
treten kann. Demnach würde es einen Flächentheil geben von der Beschaffenheit, 
dass sich nach irgend einem Punkt im Innern desselben von dem gegebenen 
Punkt keine kürzeste Linie ziehen liesse, was unmöglich ist. Das Paradoxon 
lösst sich aber durch die genauere Betrachtung der ein- 
hüllenden Curve auf, wie aus der nebenstehenden Zeichnung 
zu ersehen ist, in welcher ABCD die einhüllende Curve, 
welche ungefähr die Gestalt der Evolute der Ellipse hat, n Re 
und EF@G eine kürzeste Linie darstellt. Von Z her tritt sie in 

den von der einhüllenden Curve begrenzten Flächentheil ein, 
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berührt dann die Curve in einem Punkte F und hört von da | 
an auf, kürzeste Linie zu sein. — Diese Eigenschaft der kür- 
zesten Linien, dass sie aufhören solche zu sein, wenn sie ihre 
gemeinschaftliche eimhüllende Curve berührt haben, ist, wie 
gesagt, durch tiefliegende Betrachtungen gefunden worden; sie lässt sich aber nach- 
träglich sehr leicht einsehen. Denn indem "zwei unendlich nahe kürzeste Linien 
sich schneiden, wird im Durchschnittspunkt nicht nur die erste, sondern auch 
die zweite Variation Null, der Unterschied reducirt sich also auf unendlich kleine 
Grössen dritter Ordnung, d. h. es findet kein Minimum mehr statt. — 

Wir kehren jetzt wieder zu der allgemeinen Betrachtung des Minimums 
für das Princip der kleinsten Wirkung zurück. Die willkürlichen Constanten, 
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welche nach Integration der Differentialgleichungen der Bewegung übrig bleiben, 
können am einfachsten durch die Anfangspositionen und Anfangsgeschwindigkeiten 
der Bewegung bestimmt werden. Sind diese gegeben, so sind hierdurch alle 
Constanten der Integration bestimmt, und es kann keine Mehrdeutigkeit statt- 
finden. Aber bei dem Prineip der kleinsten Wirkung nimmt man nicht die 
Anfangspositionen und Anfangsgeschwindigkeiten als gegeben an, sondern die 
Anfangs- und Endpositionen. Daher muss man, um die wirkliche Bewegung 
zu erhalten, durch Auflösung von Gleichungen die Anfangsgeschwindigkeiten 
aus den Endpositionen ableiten. Diese Gleichungen brauchen nicht linear zu 
sein, daher kann man mehrere Systeme von Werthen der Anfangsgeschwindig- 
keiten erhalten, und diesen entsprechen dann mehrere Bewegungen des Systems 
aus den gegebenen Anfangspositionen in die gegebenen Endpositionen, welche 
sämmtlich in Beziehung auf die ihnen unendlich nahe liegenden Bewegungen 
Minima geben. Indem man nun das Intervall der Anfangs- und Endpositionen 
von Null an eontinuirlich wachsen lässt, ändern sich auch die verschiedenen 
Systeme von Werthen, welche man aus der Auflösung der Gleichungen für die 
Anfangsgeschwindigkeiten erhält. Sobald nun bei dieser Aenderung der Werth- 
systeme der Fall eintritt, dass zwei Systeme von Werthen einander gleich werden, 
so ist dies die Grenze, über welche hinaus kein Minimum mehr stattfindet. 
Diesen Satz, der übrigens für die Mechanik im engeren Sinne von gar 
keiner Wichtigkeit ist, habe ich im Ürelleschen Journal”) bekannt gemacht, aber 
nur als Notiz ohne Beweis. Als Beispiel zu demselben wollen wir die Bewegung 
der Planeten um die Sonne wählen. Gegeben sei der eine Brennpunkt A der 
Ellipse als Ort der Sonne, die grosse Axe «a der 
Ellipse und ausserdem zwei Positionen p und q des 
Planeten. Bezeichnen wir den zweiten vorläufig un- 
bekannten Brennpunkt mit D, so sind durch die ge- 
gebenen Stücke die Entfernungen des Punktes 5 von 
den beiden Planetenörtern p und qg bekannt; diese 
Entfernungen sind nämlich =a—Ap und =a—Ag 
wegen der bekannten Eigenschaft der Ellipse. Dies 
giebt aber für B zwei Lagen B und B’, die eine oberhalb, die andere unterhalb 
der Verbindungslinie von p und q. Es giebt also zwei Ellipsen, mithin auch 


*) Bd. 17, p. 68 folgg. 
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zwei Bewegungen des Planeten, welche für die gegebenen Stücke möglich sind. 


Damit beide Lösungen zusammenfallen, müssen die Punkte B und B’ in die 
Verbindungslinie von p und q fallen, d.h. p, B und qg müssen in gerader Linie 
liegen, mithin qg in p'. Der Punkt p’ bezeichnet also die Grenze, über welche 
man von p aus das Integral nicht ausdehnen darf, ohne dass es aufhört ein 
‘ Minimum zu sein. 

Wir kehren jetzt zu der eigentlich mechanischen Bedeutung des Princips 
der kleinsten Wirkung zurück. Diese besteht darin, dass in der Gleichung (1.) 
dieser Vorlesung die Grundgleichungen der Dynamik für den Fall enthalten sind, 
in dem das Pri en der lebendigen Kraft gilt. In der That, die Gleichung (1.) war: 


[vr U+h)YZm,ds: — 0. 


Hier können wir alle Coordinaten nach Elimination der Zeit als Funetionen von 
einer, z. B. von x,, ansehen, und demnach schreiben: 


spyscueen lan, (2) 


o[VETT+N) Vzm ( + +) ha ig 


oder, wenn wir 


2) "dr, — 0 


oder 


setzen, 


ö [ VAUHHYEm ya, — 0. 
Unter Einführung der Bezeichnungen 
2U+h)=4A, Zm(a’+y+z)=B 
Y4.yB=P 
haben wir endlich 
ö I; Pdz, —=0, 


oder es ergiebt sich die Regel: Man setze in f Pdx, für 2, %, 2, respective 


+6, y+dy, 2402, ein, wo dX,, Oy, dz,; m den unendlich kleinen Factor « 

multiplicirte willkürliche Functionen sind, welche innerhalb der Integrations- 

grenzen nicht unendlich werden, entwickele nach Potenzen von «@ und setze 

das in die.erste Potenz von « multiplicirte Glied gleich Null. Hierbei ist zu 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). E 
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bemerken, dass erstens, weil die Grenzen des Integrals gegeben sind, von ihnen 


keine Variationen herrühren können, dass ferner aus demselben Grunde alle 
Variationen an den Grenzen verschwinden müssen, und endlich, dass dx, über- 
haupt Null ist, weil x, die unabhängige Variable ist. Demgemäss ‘erhält man 
nach den Regeln der Variationsrechnung: 


oP oP Sr Ber Sa er 
-fz EEE re Er Fu a 
Nun ist. 
d OR: 
ap, Ton We .0P / oa) ' 
a ER 73-7 0.0 


oder, da dx, an den Grenzen der Integration verschwindet, 


op 
op b = oX' 
da,.da, = — | — —— dn,.de.. 


ow, dv, 
Aehnliche Gleichungen gelten für y; und.z,. Die Benutzung derselben giebt: 


ö f Pdr. — 


LE Br „op = 
oP OR; oP öy! op ö2' 
I Ow, “ de, ir oy i AR de, nr Ö2, 3: de, 02; da, 


Es ıst aber 


P=yYAYB, A—=2%(U+h), B= Im(a’+y+2?), 


u BoeU an e 
oa, A om, ER A,’ oO! u Bau: BR 


also hat man 


Be ah d (m, ) 
Fe NER Bd) 
om, ee Ne N ERE da, : 
Setzt man nun (s. 8. 44) R 
@) Va, — a 


so erhält man 


En De er a Fa a a EZ ed u ae 


FE 


und Aehnliches für y; und z,. Führt man diese Ausdrücke ein, so ergiebt sich: 
ö | Pdx, — 
= eu da . = (7 a, 
J 2.|( om, 2 dt? Ge) oY, LTR + d2, Ba de? 02, (de,. 


Da diese Variation aber nach unserem Prineipe verschwinden soll, so hat man 
ou ee, d°y, u d’e, } 
OR ( ea age Pal) u Saal ra 


2 2 2 
rt - %) = 200 we Er ur ER 1) = 30 
welches die frühere symbolische Gleichung ist. 

Die Gleichung (2.) ist nichts Anderes als der Satz der lebendigen Kraft; 
denn durch Quadrirung findet man 


Bär! —+Adt? 


(rn 


Dies war vorauszusehen, denn durch den Satz der lebendigen Kraft hatten wir 
die Zeit aus dem Integral des Prineips der kleinsten Wirkung eliminirt. 


oder 


oder ° 


Siebente Vorlesung. 


Fernere Betrachtungen über das Princip der kleinsten Wirkung. 
Die Lagrangeschen Multiplicatoren. 


Ausser dem Uebelstande, der bei der gewöhnlichen Ausdrucksweise des 
Prineips der kleinsten Wirkung darin liest, dass man den Satz der lebendigen 
Kraft nicht in das Integral einführt, kommt noch der hinzu, dass man sagt, 
das Integral solle ein Grösstes oder Kleimstes werden, statt zu sagen, seine erste 
Variation solle verschwinden. Die Verwechselung dieser keineswegs identischen 
Forderungen ist so sehr Sitte geworden, dass man sie den Autoren kaum als 
Fehler anrechnen kann. Es findet sich in dieser Rücksicht ein sonderbares 
Quidproquo bei Lagrange und Porsson, welches sich auf die kürzeste Linie bezieht. 

ke 


Se En 


Lagrange sagt ganz richtig, in diesem Falle könne das Integral nie ein Maximum 
werden, denn wie lang auch die zwischen zwei Punkten auf einer gegebenen 
Oberfläche gezogene Curve sein möge, so könne man immer eine noch längere 
angeben; und hieraus schliesst er, dass das Integral zmmer ein Minimum sein 
müsse. Poisson dagegen, der wusste, dass das Integral in gewissen Fällen, na- 
mentlich bei geschlossenen Oberflächen, über gewisse Grenzen hinaus aufhört 
ein Minimum zu sein, schloss hieraus, in diesen Fällen müsste es demnach ein 
Maximum sein. Beide Schlüsse sind falsch; ım Fall der kürzesten Linien kann 
das Integral allerdings nie ein Maximum sein, vielmehr ist es entweder ein 
Minimum, oder keines von Beiden, weder Maximum, noch Minimum. 

Die Elimination der Zeit aus dem Integral, welches bei dem Prineip der 
kleinsten Wirkung in Betracht kommt, darf nicht etwa durch das Prineip der 
Flächen oder irgend eine andere Integralgleichung des Problems, sondern sie 
muss gerade durch das Prineip der lebendigen Kraft geschehen; nur so kommt 
man zu dem Prineip der kleinsten Wirkung. Lagrange sagt an einer Stelle, er 
habe in den Turiner Memoiren die Differentialgleichungen der Bewegung aus 
dem Prineip der kleinsten Wirkung in Verbindung mit dem Prineip der lebendigen 
Kraft hergeleitet. Eine solche Ausdrucksweise ist nach den oben gemachten 
Bemerkungen nicht zulässig. Lagrange wandte die soeben von ihm erfundene 
Variationsreehnung auf das schon von Euler benutzte Princip der kleinsten 
Wirkung an, gebrauchte aber hierbei das Prineip der lebendigen Kraft in der 
Ausdehnung, welche Daniel Bernoulli demselben gegeben hatte, und auf diese . 
Weise kam er zu der allgemeinen symbolischen Gleichung der Dynamik, von 
welcher wir ausgegangen sind und welche wir hier noch einmal hinschreiben 


wollen; sie war: 
2 


d’x, d’y, d’z, 
(1.) m, 0% ae — 2|X,d2,+-Y,0y,+-2,82,}; 


RE. dt? 
wo auf der rechten Seite dU zu setzen ist, wenn das Prineip der lebendigen 
Kraft gilt. Abstrahirt man davon, dass öU nach dem in der Variationsrechnung 
üblichen Sinn nur dann für die rechte Seite obiger Gleichung gesetzt werden 
kann, wenn die Grössen X, Y,, Z, die partiellen Differentialquotienten einer 
einzigen Function U sind, und betrachtet man es rein als symbolische abgekürzte 
Bezeichnung, so hat man 


De Ey: 


SU. BEER 


auch, wenn der Satz der lebendigen Kraft nicht gilt. Diese Gleichung ist nun, 
wie schon früher erwähnt wurde, auch noch richtig, wenn Bedingungsgleichungen 
stattfinden, aber dann sind die Variationen nicht mehr alle von einander unab- 
hängis. Hat man m Bedingungsgleichungen 

3.) f=0, 9-9, .., 0 
so existiren zwischen den Variationen die m Relationen 


=( 0 +9) — 0, 


om, Oy. ö2, 
(4) Op Op RW 
=( Fra auer a ) =, 
U.:8..W. 


Vermittelst dieser m Gleichungen kann man m von den 3n Variationen 
dx, Öy, Ö2, ... aus der Gleichung (1.) eliminiren, und indem man die übrig 
bleibenden von einander unabhängig setzt, zerfällt die symbolische Gleichung. (1.) 
in die Differentialgleichungen der Bewegung. Aber diese Elimination würde 
sehr mühsam sein und hat überdies manche Uebelstände; denn erstens müsste 
man gewisse Coordinaten vor den übrigen bevorzugen und erhielte dadurch 
keine symmetrischen Formeln, und ausserdem wäre die Form der Eliminations- 
gleichungen für jede Anzahl von Bedingungsgleichungen eine andere, durch 
welchen Umstand die Allgemeinheit der Untersuchung sehr erschwert werden 
würde. Alle diese Schwierigkeiten hat Lagrange durch Einführung von Multi- 
plicatoren besiegt, eine Methode, welche schon Euler bei den Problemen „de 
maximis et minimis“ häufig angewendet hat: Da nämlich die Variationen 
0%, 0, 0%... m den Gleichungen (1.) und (4.) linear vorkommen, so kann 
man die Elimination von m derselben folgendermassen bewerkstelligen: Man 
multiplieire die Gleichungen (4.) respective mit den Factoren 2, « ... und addire 
sie zu (1.); die resultirende Gleichung heisse (L). Nun bestimme man die 
Factoren 4, w ... so, dass in der mit (L) bezeichneten Gleichung m der in 
die Variationen dw, dy,, dz, ... multiplieirten Ausdrücke identisch verschwinden; 
dann geben die in die übrig bleibenden 3n—m Variationen multiplieirten Aus- 
drücke gleich Null gesetzt die Differentialgleichungen des Problems. Man sieht 
auf diese Weise, dass man in der Gleichung (Z) sämmtliche 3” in die Variationen 
dx;, Öy, 62, ... multiplicirten Ausdrücke gleich Null zu setzen und dann diese 
Gleichungen so anzusehen hat, dass m derselben die Multipheatoren A, w ... 
definiren, die übrigen aber, in welche die so bestimmten Multiplicatoren einzu- 


setzen sind, die Differentialgleichungen des Problems geben. Mit andern Worten, . 
aus den 3n Gleichungen, in welche die Gleichung (L) zerfällt, wenn man die 
Variationen alle als unabhängig ansieht, hat man die m Multiplicatoren A, w. 

zu eliminiren und erhält dann die 3n—m Differentialgleichungen des Problems. 
Anstatt aber diese Elimination auszuführen, thut man besser die unbekannten 
Multiplicatoren in den 3n Gleichungen zu lassen und auf diese die ferneren Unter- 
suchungen zu gründen. Diese 3n Gleichungen werden alsdann von der Form 


d’x, of 
09 
MR: = X 442 .- 43% 
Yy ., ‚ef 
©.) u Br ae a ES 
d’z, of 
Ma ge a 
wo für alle n Werthe von « überall dieselben Multiplicatoren 2, w ... vor- 


kommen. Dies ist die Form, welche Lagrange den Gleichungen der Bewegung 
eines durch beliebige Bedingungen gebundenen Systems gegeben hat. 

Die zu den Kräften X, F;, Z, hinzukomimenden Grössen drücken die 
Wirkung des Systems aus, d. h. die Modification, welche die sollieitirenden 
Kräfte durch die Verbindungen der materiellen Punkte erleiden. Zu diesem 
Resultat gelangt man auch in der Statik, indem man beweist, dass, wenn in 
den n Punkten des a die Kräfte 


„Fr a dk 
tt aan Far + 


— 


parallel den Coordinatenaxen angebracht werden, dieselben durch die Verbindung 
des Systems aufgehoben werden, woraus hervorgeht, dass die durch die Ver- 
bindung des Systems aufgehobenen Kräfte nicht bestimmt sind, sondern die un- 
bestimmten Grössen 4, w ... enthalten. Die Einführung der Multiplicatoren 
}, w ... ist daher nicht ein blosser Kunstgriff der Rechnung, sondern diese 
Grössen haben in der Statik ihre ganz bestimmte Bedeutung. Aus dem soeben 
ausgesprochenen Satz der Statik kann man nun auch auf die Gleichungen (5.) 
der Bewegung kommen und zwar, indem man den Uebergang von der Statik 
zur Mechanik auf folgende Betrachtung gründet: 

Wegen der. Verbindung des Systems können die materiellen Punkte den 
ihnen mitgetheilten Impulsen nicht. Folge leisten. Um (die wirkliche Bewegung 


nn u 3 u 


VE 1 ea 


zu ermitteln, muss man daher solche Kräfte hinzusetzen, deren Complex von 


der Verbindung des Systems aufgehoben wird, nach deren Hinzufügung es daher 


so anzusehen ist, als wenn die Punkte den an sie angebrachten Kräften ohne 
Hinderniss folgten; mit andern Worten, nach Hinzufügung von Kräften, durch 
welche. die Verbindung des Systems aufgehoben wird, kann man das System 
als ein freies betrachten. Dies ist als ein Prineip anzusehen, und aus ihm er- 
geben sich ganz von selbst die Gleichungen (5.). 

Eben dieses Princip, welches uns die Modification der beschleunigenden 


Kräfte durch die Verbindungen des Systems gegeben hat, dient auch dazu, die 


Modification der momentanen Kräfte durch die Verbindungen des Systems zu 
finden. Die Formeln, welche man hier anzuwenden hat, sind. ganz die näm- 
liehen. Wirken auf den Punkt m, die momentanen Impulse «,, d,, c;,, so sind 
die mit Berücksichtigung der Verbindung des Systems hieraus folgenden modi- 
fieirten Impulse: 


of Op 
ae ET. Ox, en 
of Op 
(6.) ehe 
of Op 
rag Da 
wo die Grössen 4, 4, ... wieder für alle Punkte des Systems dieselben 
bleiben. : x 
Wenn man die Grössen , w ... und 4, 44 ... bestimmen will, so 
muss man die Gleichungen f=0, 9=0 ... differentiren. Zur Bestimmung 
der "Grössen , # .... muss man zweimal differentiiren und dann die zweiten 
Differentialquotienten der Coordinaten aus den Gleichungen (5.) substituiren; zur 
Bestimmung der Grössen A, w, ... hat man aber nur einmal zu differentüren, 


denn die momentanen Impulse sind den Geschwindigkeiten, d. h. den ersten 
Differentialquotienten, proportional. Wir wollen die Gleichungen zur Bestimmung 
von 4, 4, ... wirklich entwickeln, indem wir annehmen, dass die momentanen 
Impulse a,, b,, c, am Anfang der Bewegung erfolgen und dass das System in 
diesem Moment sich in vollkommener Ruhe befindet. Unter diesen Umständen 
können wir für den Anfang der Bewegung die beschleunigenden Kräfte ganz 
ausser Acht lassen, da dieselben nur unendlich kleine Geschwindigkeiten er- 
geben würden, und haben daher, wenn wir zur Bestimmung von 4, 44 ... die 


a en 


Differentialgleichungen 
ER LEE 
O2, d oy, de de, dt 


Ip de, pw , RE 
on ES RER 
CB W- 
i BR Re N RR : : R 
bilden, für a aber die Grössen (6.) zu setzen, nachdem sie durch m, di- 


vidirt worden sind. Dies giebt folgendes Resultat: man setze 


Se 


m,\ 0x, ! &y, oe; .* 
EEG op Op 
ee): 


ERHEBT Ba) I ER 
es O2,  Oy, y,: . 92, 3) 
=} op Of oy se), 


O0, 00, By, &y, 2, dm, 


dann hat man zur Bestimmung von A, 4, ... die Gleichungen 
0= A+C, Dt yu+(lh BL 
(7) = B+Yf)A,+@ ut Ya; 
= C++ put Ywm, +; 
” DIEB 
Von derselben Form werden die Gleichungen zur Bestimmung von 4, w..., 
nur dass A, B, ©... hier andere Werthe annehmen. 


Wir kehren jetzt zu den Differentialgleichungen (5.) zurück. Wenn wir 
dieselben der Reihe nach mit d,, dy;, dz, multiplieciren und alle 3n Producte 
addiren, so erhalten wir wieder die symbolische Gleichung, die wir oben mit (Z) 
bezeichnet haben, nämlich 


d’x, ?y; d’z, 4 
(8.) Zum Ten 0, + ie) = OU+Adpy + udp—::-, 


welche Gleichung mit dem System (5.) gleichbedeutend ist. 

Um den ganzen Umfang von Problemen zu betrachten, welcher in den 
Gleichungen (5.) enthalten ist, müssen wir auch auf den Fall Rücksicht nehmen, 
in welchem die Zeit in den Bedingungen explieite vorkommt. Auch dann noch 
gelten die Gleichungen (5.), Um eine Vorstellung davon zu bekommen, wie 


ne 


die Zeit in den Bedingungen enthalten sein kann, nehme man z.B. an, die 
materiellen Punkte seien mit beweglichen Centren, deren Bewegung gegeben 
sei, in Verbindung gesetzt und zwar so, dass die Centra. auf die materiellen 
Punkte wirken, ohne dass Reaction stattfinde. Zu dieser Annahme aber ist 
es nöthig, den beweglichen Centren Massen zu geben, welche im Verhältniss 
zu den Massen der materiellen Punkte unendlich gross sind. In diesem Falle 
gelten für die materiellen Punkte die Gleichungen (5.) ohne Weiteres; die be- 
weglichen Centra aber behalten die gegebenen Bewegungen unverändert bei. 
In der That, es sei M die als unendlich gross zu behandelnde Masse eines 
Centrums, p eine seiner Coordinaten, so ist die in der Richtung der Coordinate 
p wirkende Kraft proportional M; nennen wir dieselbe MP, so haben wir mit 
Rücksicht auf die Verbindungen des Systems : 


Aber nach Division durch die unendlich grosse Masse M fallen alle übrigen 
Glieder fort, und man erhält 

dp _ 

de 
Dasselbe gilt für die übrigen Coordinaten, d.h. die Öentra folgen ihren gegebenen 
Bewegungen ohne Rücksicht auf die Verbindungen. Die Werthe von A, u... 
und A, &#, ... werden hier freilich andere als früher; denn bei den Differen- 
tiationen kommen noch die partiellen Differentialquotienten nach £ hinzu. So kommt 


z.B. zu A (Gleichungen (7.)) der Term . zu B ebenso 2 hinzu u. s. w. 


Die Zeit kann zwar noch ganz anders in die Bedingungen eintreten, 


z. B. wenn die Verbindung zweier Punkte locker wird oder sich ausdehnt, 
etwa durch steigende Temperatur; indessen wird man alle Bedingungen dieser 
Art auf bewegliche Oentra zurückführen können, wenn man nur als Grundsatz 
festhält, dass zwei Verbindungen, welche auf dieselben Gleichungen führen, 
durch einander ersetzt werden können. 

Die Zeit kann übrigens auch eine sehr erschwerende Rolle spielen, z. B. 
wenn sich im Verlaufe derselben die Massen verändern. Bis jetzt hat man aber 
noch nicht nöthig gehabt, diese Annahme im Weltsystem zu machen; denn um 
zu entscheiden, ob dergleichen stattfindet, haben die Beobachtungen noch nicht . 
Schärfe genug. 
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Achte Vorlesung. 


Das Hamiltonsche Integral und die zweite Lagrangesche Form 
der dynamischen Gleichungen. 


Man kann statt des Princips der kleinsten Wirkung ein anderes substi- 
tuiren, welches auch darin besteht, dass die erste Variation eines Integrals ver- 
schwindet, und aus welchem man die Differentialgleichungen der Bewegungen 
auf eine noch einfachere Weise erhält als aus dem Princip der kleinsten Wirkung. 
Man scheint dies Prineip früher deshalb unbemerkt gelassen zu haben, weil 
hier nicht, wie bei dem Prineip der kleinsten Wirkung, mit dem Verschwinden 
der Variation im Allgemeinen zugleich ein Minimum eintritt. Hamilton ist der 
erste, der von diesem Prineip ausgegangen ist. Wir werden dasselbe benutzen, 
um die Gleichungen der Bewegung in der Form aufzustellen, welche ihnen 
Lagrange in der Mecanique analytique gegeben hat. Es seien zunächst die 
Kräfte X,, F,, Z; partielle Differentialquotienten einer Function U; ferner sei 7’ 
die halbe lebendige Kraft, d.h. | 


1; 2 e I 2 (= 2 Ex 2 
Dal er ah a =) + 2, b 


dann besteht das neue Princip in der Gleichung 


(1) s|CT+-U)dt = 0. 


Dies Prineip ist, mit dem der kleinsten Wirkung verglichen, insofern allgemeiner, 
als hier U auch t explieite enthalten darf, was in jenem Prineip ausgeschlossen 
ist; denn in ihm muss die Zeit durch den Satz der lebendigen Kraft eliminirt 
werden, der nur gilt, wenn U die Zeit nicht explicite enthält. 

Die Gleichung (1.) werden wir benutzen, um die Zurückführung der 
Differentialgleichungen der Bewegung auf eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung nachzuweisen. Wie Hamilton gezeigt hat, kann man durch 
theilweise Integration die Variation (1.) in zwei Theile dergestalt zerlegen, dass 
der eine ausser, der andere unter dem Integralzeichen steht, und jeder für sich 
verschwinden muss. Auf diese Weise giebt der Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen gleich Null gesetzt die Differentialgleichungen des Problems und der 
Ausdruck ausser dem Integralzeichen die Integralgleichungen desselben. 

Das neue Princip lautet vollständig ausgesprochen folgendermassen: 


We FNOIREEIENEOR SERERE 


TR, We 


. Es seien die Positionen des Systems zu einer gegebenen Anfangszeit t, und 
zu einer gegebenen Endzeit t, gegeben; dann hat man zur Bestimmung der wirklich 
erfolgenden Bewegung die Gleichung 


(1) sfeT+-Dyat 6, 


Hier ist das Integral von £, bis t, auszudehnen, U ist die Kräftefunetion und 
kann die Zeit auch explicite enthalten, und 7 ist die halbe lebendige Kraft, 
man hat also 

T— 4Em(@'+ +2) 

RE et 

ee De el ET vage 7 

Wenn man die in diesem Prineip vorgeschriebene Variation ausführt, indem 
man nach den Regeln der Variationsrechnung den Coordinaten die Variationen 
dx, dy, 62; hinzufügt, die unabhängige Variable ? aber unvarlırt lässt, so 
erhält man 


of Ta = (oTdt — | Em (alla yöy+2jdei)dt 
die, döy, dk, 


Er Dr ag ger einführt 


oder, indem man für dx;, dy;, dz; die Ausdrücke 


und theilweise integrirt, 


döy,  , dez, 
fra = (zu, (4-7 en ne )a 


— Im.(«' u 2) | Em (a}'du, + y/ay+2/d2)dt 
wo ©, Y;, 2; die zweiten nach £ genommenen Differentialquotienten von ®,, Y,, 2; 
sind. Da aber die Anfangs- und Endpositionen gegeben sind, so verschwinden 
dx, Öy,, dz, an den Grenzen der Integration, die ausser dem Integralzeichen 


stehenden Glieder werden gleich Null, so dass 
sf Tat — — [{Em.(a) da, yY8y 42/62} dt. 
Man hat also 
2.) ö f (T+Uydt = — [{Em(ada, +) ayred2)—HU}d, 


wo 


eu. 80, 36 
0. (GR Baer %): 


eine Gleichung, aus welcher in der That die frühere in der zweiten Vorlesung 
(p. 12) gegebene symbolische Grundgleichung (2.) der Dynamik folgt. 
8” 


BAD 


Das in der Gleichung (1.) enthaltene Prineip ist sehr nützlich bei der 
Transformation der Coordinaten. Sie gilt für jedes Coordinatensystem; in einem 
neuen System hat man daher nach den neuen Coordinaten ebenso zu variren, 
wie früher nach den alten, und die ganze Substitution, welche vorzunehmen ist, 
beschränkt sich auf die beiden Ausdrücke 7 und U. 

Wir wollen dies zunächst auf Polareoordinaten anwenden; die Trans- 
formationsformeln sind in diesem Falle: 

&, = T,6089Q,, 
Y, = r,SInp,00S%,, 
2, 4 r,sing,sinW,. 
Hieraus folgt durch Differentiation 
de, — 0059,.dr, —r,sinp,.dp,, 
dy, — sin y,cos dw, dr, +-r,c08 p,c0s dp, —r,sin p,sinv,d,, 
dz, = sing, sin v,dr,+-r,c08p, sind, dp, —+-r,siny,cosw,dı,; 


daher ist 
da? +dy?+d2? — dr? +r?dg!-Hr3sin’y,dı, 
oder 
+ ging, 

wo 

r. a ı— IB 2er ap, 

i PR, N dt 
Man hat also sofort: 

(3.) T—= 4Zm,(a’+y!’+2)) = 32m, (r!’+r’yp’+r}sin’p,W.?). 


Unter dieser Voraussetzung und der Annahme, dass auch U durch die neuen 
Coordinaten ausgedrückt sei, werden wir die aus d f (T-+-U)dt—=0 hervorgehende 
Gleichung nach den allgemeinen Regeln der Variationsrechnung finden. 

Ist P eine Function mehrerer Variablen ...p... und ihrer ersten Dif- 
ferentialquotienten ...p'..., wobei vorausgesetzt wird, dass alle p von einer 
unabhängigen Variabeln ? abhängen, und soll die erste Variation von 4 Pdt ver- 


schwinden, soll also 


ö [Pat “2m 


sein, wo das Integral von &, bis t, zu nehmen ist und wo die diesen Werthen 
von £ entsprechenden Werthe der p gegeben sind: so führt dies, wie die in 


Be a 
» 


ee. 


der sechsten Vorlesung (p. 50) ausgeführten Entwickelungen gezeigt haben, zu 


der Gleichung 
(4.) 0 


In unserem Falle sind r,, 9, w; die Grössen p, und P= T+U; ferner erhält 
U die Differentialquotienten r},.9;, y; nicht; daher erhalten wir 


a°t ; Ra ae 
Of oT au E oT. U SM oT au 
om a a a a 


Nun ist nach (3.) 


ml IT e BL. 2n2 ' 
ee ee, Pi> EI —= m,r’sin’y,W., 
2 = m,(r,p+r,sin’gy, Wi’), 4 — Im,r’sin2p,W, 7 —(; 
also hat man 
; dr! ' 
= (nern) 
Kr; 9.) ou dezsin’py) U 
= = 12 i i 
+2 [m,( dt ar;sin2g,W; “ m dt EITI Jar 
oder 
| Be dr’, d(r?sin ; 
m,|( TE ginge) + ("7 ;) —prisin2g,u)y,+ en 
| au ns 
-35- re u 5,90) = BU 


Sind Bedingungsgleichungen vorhanden: f=0, @=0..., so kommt auf der 
rechten Seite dieser Gleichung zu OU noch das Aggregat Adf+ud® +. hinzu, 
und man hat also in diesem Falle 


5.) ls Im, 1 er —- pr sin pl )or, sing 7) +, sin’, u, u) 
| — JU+/öf+wWa—+---, 


eine Gleichung, welche in 3r Gleichungen von folgender Form zerfällt: 


ser er ee ed ee ut 
Se a esuhane 
. 


[| (dr, | au 5 5 

m,| de? 9 ,sin’g, ul} = dr, 4 . —+u = 4er, 
d(r’ gi) is “ oU of dm 

(6.) m dt —$r; sin2p, W; |- ee Re 
d(r’sin’p,W!) U df = 

m, dt en a, +4 du, a 


Von vorzüglicher Wichtigkeit ist die Transformation der ursprünglichen 
Veränderlichen in neue, die so gewählt sind, dass, wenn Alles durch sie aus- 
gedrückt ist, die Bedingungsgleichungen von selbst befriedigt werden. Wenn 
nämlich m Bedingungsgleichungen vorhanden sind, so lassen sich alle 3n Coor- 
dinaten durch ön—m derselben oder auch durch 3n—m Functionen derselben 
ausdrücken. In den meisten Fällen ist es sehr wichtig, nicht die Coordinaten 
selbst, sondern neue Grössen einzuführen, um Irrationalitäten zu vermeiden. Bei 
der Bewegung eines Punktes auf dem Ellipsoid z. B. sind die Formeln 

= 00081, y= bsinycosd, 2= csinnsind, 


welche die Gleichung des Ellipsoids identisch befriedigen, von der grössten 


Wichtigkeit. Wir wollen die neuen 3n—m=k Grössen 9, 99 -.. Q, nennen; 
sie sollen so beschaffen sein, dass, wenn man %,, %Yı> 21; % Ya 2, ... durch 
sie ausdrückt und in die m Bedingungsgleichungen f=0, @=(0, ... diese Aus- 


drücke einsetzt, die linken Seiten dieser Gleichungen identisch verschwinden, 
d.h. es soll identisch 


(.) far 9. WI 8 99...W 
sein, ohne dass zwischen den q irgend welche Relation stattfindet. Hierdurch 
werden die Differentialgleichungen der Bewegung bedeutend vereinfacht. Für 
irgend ein Coordinatensystem nämlich ist nach Gleichung (4.) die allgemeine sym- 
bolische Grundgleichung der Dynamik, wenn Be nopielsichrägen stattfinden, 


oT 
dr 
> u al 09, = dU+40 Ö 
dt 99, nA 7” f+u +, 


wo sich das Summenzeichen auf alle q erstreckt. Aber für unsere Grössen gq 
gelten die Gleichungen (7.) identisch; daher hat man nach Einführung dieser 
Grössen df=0, d®@—=(, etc. und die obige Gleichung reducirt sich auf 


oT 
ur, oT 
Ra BT ER be ra 


Re 


welche in % Differentialgleichungen der Form 

ar 

u. 37 _ OU 
dr. 22.00 8 


d 


zerfällt. Dies ist die Form, in welcher Lagrange schon in der alten Ausgabe 
der Mecanique analytique die Differentialgleichungen der Bewegung dargestellt hat. 

Denkt man sich alle Coordinaten durch die Grössen g ausgedrückt, so 
erhält man durch Differentiation: 


or, or, or, 

Ber öq, Seit Hay ws Tre og, uch 4 og, > 

ruf 30, 77, ae 
02, ö2, ö2, 


ein EB ARE 
Wenn man diese Werthe n T=1&m,(«’+y?’+-2;’) einsetzt, so erhält man einen 
Ausdruck, der in Beziehung auf die Grössen 9, 9% -.. q, eine homogene 
Function zweiten Grades ist, deren Üoefficienten bekannte Functionen von 
05 95; -.. Q, sind. Setzen wir | 

oT 

gm 
so können wir die Gleichung (8.) auch so schreiben: 


4, _ STD) 


dt 617} 


Dies ist zwar noch nicht die schliessliche Form der Gleichungen der 
Bewegung, sie erfordert vielmehr eine fernere Transformation; aber ehe wir 
hierzu übergehen, wollen wir das Bisherige auf den Fall ausdehnen, wo keine 
Kräftefunetion existirt, sondern wo an die Stelle von JU in der ursprünglichen 
symbolischen Gleichung der Bewegung (Xu +], a dz,) tritt. Wenn 


Alles in den Grössen q ausgedrückt ist, so ist JU=& Era Vergleicht 


man dies mit dem eben erwähnten Ausdruck I(X,döx;,+ 139.22) und er- 
innert sich an die in der zweiten Vorlesung (p. 13) gegebene Regel, wonach 


bei einer Transformation der Coordinaten für dx, dy,, dz, beziehungsweise 


0, ä oy, 02, ER . . 
2; Eu, 2,8. zu substituiren sind, so sieht man, dass an 


Stelle von | 


der Ausdruck 


tritt, und also an die Stelle von n der Ausdruck 
x (x om, = oy, S 2, 
un nt a) 
Vermöge dieser Aenderung wird Gleichung (8.) durch folgende ersetzt: 
oT 
9 OT 
(11.) Fra ak 


Wenn man hierin für s die Werthe 1 bis & setzt, so erhält man für den vor- 

liegenden Fall die Gleichungen der Bewegung in den Grössen q ausgedrückt. 
Wir wollen die Gleichung (11.) noch auf anderem Wege verificiren 

und zwar, indem wir von den in der vorigen Vorlesung (p. 54) gegebenen 


Gleichungen (5.) 


A öf, „9 

Mm te at 
d’y; of : dm 

Mm, de = Br Re ro 

m ad — 4 er . 
en 

; N ; 
ausgehen. Multiplieirt man diese Gleichungen mit E 30: und summirt 


in Beziehung auf :, so erhält man als Multiplicator von 4 


(et of oy, of =) r Of +.) R 
(0a, 09, Oy, ög,  Öe, 0, 04, 
Der Ausdruck rechts aber verschwindet nach (7.), und dasselbe gilt von den Ooef- 
ficienten von w#...; daher erhält man mit Berücksichtigung der Gleichung (10.): 
d’e, Om, d’y, Oy, d’z, 62, . 
(12.) re er ur =W, 


Um die Gleichung (11.) zu verifieciren müssen wir also zeigen, dass ihre linke 
Seite mit der linken dieser Gleichung identisch ist. Dies wird folgendermassen 


65 


nachgewiesen. Es ist 
T= 42m @’+y’+2°), 
daher 
BR 2 de; Bu er (« öa) Hr 
a re a a 
Nun hatten wir aber die 
ow, en 0m, 
” öq, It öq, nr 1ER aeg öq, 9. 
oy, ns 27 
29, ua arg rg, % 
ö2, 02 ö2, 
a Chase og, os Pearl? Fa meer yon: 20, A de öq, %- 
Hieraus folst: 
OR! 04, oy! oY; öl ö2, 
me. 9 
ferner: 
0%, 
Mt er 
a ee 
; o, 
oy! o°’y, ’y. o°y, og 
ı T ı 7 ı GE ı r Ers $ 
0, a, dt 
5 02, 
oz! Br 2, u, g og, 
0, 09,09, dr 09,09; ae PETE 09,99, ? 
D; Br ; a A 
ie Substitution dieser Werthe in ——- und ——giebt 
og, og, 
oT’ ( ‚0, ,y; ‚0, 
Era el a, öq, rY; 4, +2, öq, ): 
ä OR, x 0, 3 02; 
DENE: od rd / 
daher ist | 
oT 
0%,....08 da ö8, dy! 8 de! © 
8 & 5 Y; Y; 2. Ri 
ae = m. Ü i 2 Ü i 
ER er ( EG, Edi 
d’z, 00, d’y, y,  d’z, Oz 
Ri m, de od 7 7E P 7 
i g, g; g; 
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on an 


wodurch die Identität der Gleichungen (11.) und (12.) bewiesen und zugleich 
die erstere verificirt ist. ’ 

Somit hat man, wenn keine Kräftefunetion vorhanden ist, Gleichungen 
der Form (11.) als Gleichungen der Bewegung, wenn aber eine solche existirt, 
Gleichungen der Form (8.) oder, was dasselbe ist, der Form (9.), nämlich 


dp, _ 8(T-+-U) rd 


den a > Ps ög 


Aus der Form dieser Gleichungen ergiebt sich auf der Stelle ein be- 
merkenswerthes Resultat, und zwar: Kann man die neuen Variablen so wählen, 
dass eine derselben q, in der Kräftefunction nicht vorkommt und dass zur Dar- 
stellıng von T nicht die Variable q, selbst, sondern nur ıhr Differentialquotient 
q, gebraucht wird, so ergiebt sich aus diesem Umstande jedesmal ein Integral 
des vorgelegten Systems von Dofferentialgleichungen und zwar p,— Const., oder, 


was dasselbe ıst, ER Const. Denn unter der gemachten V.oraussetzung ist 


09, 
“ d 
en, man hat daher 2: —0, p,—Const. Dieser Fall tritt z. B. bei 


der Attraetion eines Punktes durch ein festes Centrum ein. Befindet sich das 


Centrum im Anfangspunkt der Coordinaten, so hat man in Polarcoordinaten 


(Siehe Gleichung (3.)) 


Ka T= mr" +r’p"’+r’sin?’pw”), 


es kommt also w im U nicht vor und in 7’ nicht w selbst, sondern nur dessen 
Differentialquotient w', daher hat man 
oT 


oder, mdem man den Factor m im die Constante eingehen lässt, 

r’singp*’.W' = Const., 
was man übrigens auch aus der dritten Gleichung (6.) hätte ableiten können. 
Dies ist das Princip der Flächen in Beziehung auf die Ebene der y, 2. In der 
That, es ist 
Z=L1r008p, Yy=rsinycosv, z=rsinysiny, 
also 


2 
t ee, 
sv Si 


nn. 


Dar ; 67 erh 


oder nach Multiplication mit y’ = r’sin’gcos’w, 


; - dy 
2 2 r 
a Sa a 


und es ist daher 


: dz dy 
2 2 Bass U 
DU Fl ee Const. 


das Prineip der Flächen für die Ebene der y, z. 


Neunte Vorlesung. 
Die Hamiltonsche Form der Bewegungsgleichungen. 


Nach dem Erscheinen der ersten Ausgabe der M&canique analytique wurde 
der wichtigste Fortschritt in der Umformung der Differentialgleichungen der 
Bewegung von Poisson in einem Aufsatze gemacht, der von der Methode der 
Variation der ÖOonstanten handelt und im 15“ Hefte des polytechnischen Journals 


steht. Hier führt Porsson die Grössen P= für die Grössen g’ ein; da nun, 


wie schon oben bemerkt, 7, eine homogene Function zweiten ‚Grades der Grössen 
g' ist, deren Coefficienten von den q abhängen, so werden die p lineare Functionen 
der Grössen g’; zur Definition der p hat man also % Gleichungen der Form 
P;=@®, wo ®, in Beziehung auf q,, 9%, ...q, linear ist. Löst man diese % Ii- 
nearen Gleichungen nach den Grössen q’ auf, so bekommt man Gleichungen der 
Form {=K;, wo die X, lineare Ausdrücke in den p sind, deren Üoefficienten 
von den g abhängen. Diese Ausdrücke von g; wollen wir in die Gleichung (9.) 
der vorigen Vorlesung einsetzen, d.h. in die Gleichung | 

DD:  KEHII, 0ER 08 

EEE 0, WS 09, Ks a 


ı 


wo 


er nur die g enthält, während - noch. überdies Function der Grössen 


ı 
q’ ist und zwar eine in Bezug auf diese Grössen homogene Function zweiten 


' ö i . BR “ 
Grades. Setzen wir nun ;—=ÄK, ein, so wird m e08 homogene Function 


zweiten Grades der Grössen p,. Dadurch wird die obige Gleichung von der Form 


bi 


ER 


wo P; ein Ausdruck in den p und q ist und zwar zweiten Grades in Bezug 


auf die p. Diese Gleichungen mit den Gleichungen g; a, combinirt 

geben: | 
dq, dp, 

(1) ee 


Dies ist die Form, auf welche Poisson die Gleichungen der Bewegung bringt, 
wo K, und P; weiter keine variablen Grössen enthalten, als die p und die gq. 


[7 


Von diesem System von 2% Gleichungen gelten die merkwürdigen Sätze, dass 
> 


; a BT N 
2) SET ee TR 


von welchen Porsson am angeführten Orte die erste Gruppe genau ebenso 
angiebt, während die übrigen sich aus seinen Resultaten unmittelbar hin- 
schreiben lassen. ' 

Die Gleichungen (2.) zeigen, dass die Grössen X, und P; als die partiellen 
Differentialquotienten einer Function nach den Grössen p, und —q, anzusehen 
sind. Diese Bemerkung, die ohne Weiteres aus den Gleichungen (2.) hervorgeht, 
macht Porsson nicht; noch weniger sucht er jene Function zu ermitteln. Diese 
Bestimmung hat vielmehr Hamilton zuerst gemacht, und durch die Einführung 
seiner charakteristischen Function wird die ganze Umformung ausserordentlich 
erleichtert. Auf dieselbe kommt man fast von selbst, wenn man aus der in 
der vorigen Vorlesung angegebenen zweiten Lagrangeschen Form der Differential- 
gleichungen den Satz der lebendigen Kraft herleiten will, eine Herleitung, welche 
nicht ganz auf der Hand liest. Der Satz der lebendigen Kraft ist, wenn man 
den Fall mitberücksichtigt, in welchem in der Kräftefunction U die Zeit explieite 


vorkommt, 
oU 
== a Const. 


oder differentirt 
d(T—D) , SU 
dt ot 
Um dies Resultat aus der (in Gleichung (9.) der achten Vorlesung enthaltenen) 
zweiten Lagrangeschen Form der Differentialgleichungen 
dp; _ &(T-+U) 2.907 
Fee ER u?" 


— 0, (Seite 40.) 


2 SE cc Br a Be ea 


ee 


"herzuleiten, verfährt man auf folgende Art. 7 ist eine homogene Funetion 


zweiten Grades der Grössen g', also hat man, wie bekannt, 


© BEREIT | oT Ü E r NA 

2T=g, EP +9 ög, a aa ögl, 4; P; 
oder 

GE 
St PR 
T= 290-7, 
und hieraus erhält man durch vollständige Differentiation 
ae ROH Ser oT 
dt — 294 Er Sn dg,— En, ee er 4; dq, 


oder, ee die zweite und en Summe einander aufheben, 


(3.) At 2ER a —_ 2 dq, = 24,4 25,44, 


welche Gleichung identisch ist. Führt man hierin für d ar — dp, semen Werth 


aus (9.) der vorigen Vorlesung ein und dividirt durch dt, so ergiebt sich 


at ae) „oT %, 
dt 09; ine 2, dt 
LIU DRS 


Er ar Re 7 
also haben wir 


d(T—D) OU 


za uch W. 


dt dt 
Die identische Gleichung (3.) führt mit Leichtigkeit auf die Hamiltonsche 
charakteristische Function. Die partiellen Differentialquotienten a und a —, 


nämlich, welche auf der rechten Seite der Gleichung (3.) vorkommen (von den 
letzteren die Differentiale), werden gebildet, indem man 7 als Functionen der 
Grössen qg und g’ ansieht. Führen wir aber durch die schon oben erwähnten 
linearen Gleichungen = K, die Grössen p; für gq; ein, so wird dadurch 7 eine 


Funetion der Grössen p und g, und die unter dieser Hypothese gebildeten 
Differentialquotienten von 7’ nach p, und g; wollen wir zur Unterscheidung mit 


=) und (5) bezeichnen. Dann ist 


op; 
EN SCH N © 
ı7r=2(5,- Jap += 2 dq,, 


i i 
i i 


Du 
also nach Gleichung (3.) 
oT at Su er 
(5) BAT | a a Fe 


Da diese Gleichung identisch sein muss, so folgt aus derselben 


@) (3)=2 


6.) (3) z Zr 


Die Gleichung (4.) zeigt, dass zwischen den Grössen p und q’ eine Art von 
Reciprocität stattfindet; denn durch Zusammenstellung mit der früher aufge- 


stellten, Fr —p,, erhalten wir die beiden Gleichungen 
ae. ( ax 
an | 
eine Correlation, wie sie ähnlich in der Theorie der Oberflächen zweiter Ord- 


nung vorkommt. Setzen wir den in (5.) gefundenen Werth von 22 undie 


049, 
Gleichung (9.) der vorigen Vorlesung ein, so erhalten wir 
u (23 SU 
RER TR; 99, 


Aber da U die p gar nicht enthält und ebenso wenig die g’, so ist 


ee (en) dp, 22 
RER OD A eo BE og, 


Ferner kann man, weil U kein p enthält, die Gleichung (4.) auch so schreiben: 


dq, ( &AT—U) 
MR op; ) 
Also haben wir, wenn 
(6.) T-U=H 
gesetzt wird, Ä 
# a _ (2), 2 __ (8) 
dt op,’ dt 04, )° 


woraus man sieht, dass 7= T—U die characteristische Function ist. Aus 
‘ diesen Gleichungen ergiebt sich der Satz der lebendigen Kraft von selbst; denn 
aus den beiden Gleichungen (7.) folgt 


oH\ dp; 3 dq, 
(5) det, 09, ) dt ER, 


a 


NE: 4 ee 


und dies in Beziehung auf alle © summirt giebt: 
dH oH 


rn Et 
dt ot a 


d.h. den Satz der lebendigen Kraft. 
Da es sich von selbst versteht, dass in den Gleichungen (7.) die Grössen 


p und q als die Variablen anzusehen sind, so kann man die Klammern um die 
Differentialquotienten fortlassen und erhält: 
(8) MM 04  @ DB 

dt ee ög, ° 

In dem allgemeineren Fall, wo keine Kräftefunetion existirt, tritt an die Stelle 


a der Ausdruk 
og, 


ı 


H—= T—U. 


von 


= 0% oy ö2 ) 
gef r), 
wo die Summe über alle x, y, z auszudehnen ist, und es treten also an die 
Stelle der Gleichungen (8.) folgende: 
dq, a st 
er a er 3 2: a 


Wenn keine Bedingungsgleichungen vorhanden sind, fallen die Grössen q mit den 


Coordinaten zusammen; die erste .der Gleichungen (8.) wird identisch, die zweite 
geht über in das System 
da, OU dy, OU de, SU 


i = N. —- — -- 
Karr; Or, ’ 7; oy; Kr; DR, y 


welches die ursprüngliche Form der Bewegungsgleichungen ist. 


. Zehnte Vorlesung. 


Das Prineip des letzten Multiplicators. Ausdehnung des Kulerschen Multiplicators auf 
drei Veränderliche. Aufstellung des letzten Multiplicators für diesen Fall. 


Das. Prineip des letzten Multiplicators leistet in allen Fällen, wo die In- 
tegration eines Systems von Differentialgleichungen der Bewegung bis auf eine 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variablen zurückgeführt ist, 
die Integration dieser letzten Gleichung durch Angabe ihres Multiplicators. 
Vorausgesetzt wird hierbei, dass die sollicitirenden Kräfte X, Y,, Z, nur von 


den Coordinaten und der Zeit abhängen. 


MS 


Wenn wir in das System der ursprünglichen Differentialgleichungen der 


da, dy, . da, V hl 
Bewegung die Differentialquotienten Ts A neue Variable «;, y,, 2 
einführen, so nimmt dasselbe folgende Form an: 
die! of du de, 
ee ee TEE, 
dy, of 08 dy, 
Mm, Fr Y+4 dy BE Tre ’ dt Yı> 
dz! 2 of 60 N dz; a 
er? Sa NE N: 


Dies sind 6n Differentialgleichungen; aber zwischen den in ihnen vorkommenden 


6n von t abhängigen Variablen &,, Y, &, &, Yi, & ... bestehen schon 2m Re- 


i ee 


lationen, nämlich: 


au we. 
of ER RL BEN VON 0, 0m... Oma 
tt )=0 :(z tt 4) 9. 


Auf den linken Seiten der letzteren m Gleichungen sind respective die Terme 
(6) 08 i 2 : io Ei 
Ku mer He hinzuzufügen, wenn tin & @, ... explieite vorkommt. Man hat 
also noch 6n—2m Integralgleichungen zu finden. 

Setzen wir nun zuerst voraus, dass £ weder in A, F,, Z, noch ım 


1, @®, ... explicite nn, so kann man durch eine der 6n Gleichungen, 


etwa durch die Gleichung I Lg oder dt= -. ,‚ aus den übrigen die Zeit eli- 


miniren und hat dann ein System von 6n—1 Differentialgleichungen, dessen 
vollständige Integration 6n—2m—1 Integrale erfordert. Gesetzt, diese Inte- 
gration wäre geleistet, so kann man die 6n Grössen &, Y» &, & Ya 2 -- 
durch eine derselben, z. B. durch x,, ausdrücken. Denken wir uns auf diese 


Weise a} als Function von x, dargestellt, so giebt die Gleichung dt= ® 
integrirt 
t—+-Const. —[ ai ; 


&, 


es kommt also, wenn die Zeit nicht expliecite vorkommt, die letzte Integration 
“auf eine blosse Quadratur zurück, und die Zeit ist dann immer mit einer will- 
kürlichen Constanten durch Addition verbunden. Dies findet z. B. bei der 
elliptischen Bewegung der Planeten statt. Nehmen wir aber an, das System 
der 6n—1 Differentialgleichungen, welche nach Elimination der Zeit erhalten 


BER 2 ERDE 


wurden, sei nicht vollständig integrirt, sondern es fehle noch eine Integration, 
man habe also nicht 6n—2m—1 Integrale gefunden, sondern nur 6n—2m—2; 
alsdann kann man nicht alle Variablen durch eine einzige, z. B. «,, ausdrücken, 
wohl aber durch zwei, z. B. x, und y,. In diesem Falle bleibt noch eine Diffe- 
rentialgleichung zwischen x, und y, zu integriren übrig; hat man nämlich aus 


== —y, das Differential der Zeit durch dt= z eliminirt, so erhält man 
1 


da. U 


wo x und y, nach unserer Annahme Functionen von &, und y, sind. Von 


‚dieser Differentialgleichung nun giebt das. von mir aufgestellte Princip den 


Multiplicator an. Nachdem man sie mit Hülfe desselben integrirt hat, findet man, 
wie oben bemerkt, die Zeit durch eine blosse Quadratur. Wenn also diese 


nicht explieite vorkommt, so braucht man nur 6n—2m—2 Integrationen aus- 


zuführen, um die beiden letzten ohne weiteren Kunstgriff zu erhalten. 

Kommt die Zeit aber explieite, also nicht blos in ihrem Differential vor, 
so lässt sie sich aus den Differentialgleichungen nicht eliminiren. Wenn jedoch 
alsdann 6n—2m—1 Integrationen ausgeführt werden können, durch welche sich 
Alles auf die Integration einer Differentialgleichung von der Form 

ar de — a dt =0 
reducirt, wo x\ Function von x, und £ ist, so erhält man wiederum durch das 
Princip des letzten Multiplicators das letzte Integral. 

Nachdem wir gesehen haben, was das in Rede stehende Princip leistet, 
gehen wir zur Herleitung desselben über. — 

Als Euler schon an sehr vielen Beispielen gesehen hatte, dass man 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei Variablen durch Multi- 
plicatoren zu vollständigen Differentialen machen und .so integriren könne, 
dauerte es doch noch sehr lange, bis er zu der Einsicht gelangte, dass dies 
eine allgemeine Eigenschaft dieser Differentialgleichungen sei. Dies lag daran, 
dass ihm die Vorstellung, die Integralgleichung nach der willkürlichen Con- 
stante aufzulösen, sehr fern lag. Wäre ihm diese geläufiger gewesen, so würde 
er auch nicht daran verzweifelt haben, die linearen partiellen Differential- 
gleichungen auf gewöhnliche zurückzuführen, ein Problem, welches er für‘ 
schwieriger hielt, als das noch heute ungelöste, Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung zwischen zwei Variablen zu integriren, während die Zurückführung 
der partiellen linearen Differentialgleichungen auf gewöhnliche jetzt zu den 
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eur 


Elementen gehört. Euler hat auch nie die Theorie des Multiplicators auf ein 
System von Differentialgleichungen ausgedehnt, obgleich in diesem Falle das 
Verfahren ebenso einfach ist, wenn man sich die Integralgleichungen nach den 
willkürlichen Constanten aufgelöst denkt. 
Nehmen wir zuerst eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen 
x und y, und zwar sei sie in Gestalt der Proportion | 
dae:dy —=X:Y, 
gegeben, welche mit der Gleichung 
Xdy— Ydı = 0 
identisch ist. Denkt man sich das Integral auf die Form F=Const. gebracht, 
so erhält man durch Differentiation die Gleichung 
e dy—+ = da —=Pd, 


deren linke Seite nur um einen Factor M von der linken Seite obiger Differential- 


gleichung verschieden sein kann; man hat also 


ör Or. 
Mn, Mn 
und hieraus ergiebt sich zur Bestimmung von M die Gleichung 
(MX) (MY) _ . 
(1.) Tr ans 


Dehnen wir die Theorie dieses Multiplicators M auf ein System zweier 
simultanen Differentialgleiehungen zwischen drei Variablen aus. Dasselbe sei in 
folgender Form vorgelegt: 


(2.) da: = A:7:27, 
die Integralgleichungen nach den willkürlichen Constanten aufgelöst seien 
(3.) f=u, y=Bß; 
dann hat man 
6) 


Bl OR NOT 400 Op 7 
3 da—+ 2 dy—+ Er de —=O, Nee 


und hieraus ergiebt sıch 


a RN ER 
ou 62 oz &y)\o du 9a ) \da &y ya) 


PR. FL RER I MS. a ee 0 


N 
4 
4 
3 
3 
3 
Er 
3 R 
E 
J 

$: 


so ist also 
da:dy:de—= A:B:(, 
was mit dem vorgelegten System (2.) verglichen zu der Proportion 
| A:BeC=FT:2Z 
führt. Es giebt also einen Multiplicator M von der Beschaffenheit, dass 
Be A=MX, B=MY, C=M2Z.' 
Aber die Grössen A, B, Ü befriedigen identisch die Relation 
0A  0oB oC 
ET oy Be 
daher hat man für M die Gleichung 
ö(MX) , (MY) , &MZ) 


—0; 


02 oy 02 Be 
oder 
oM oM oM | 08:.2:0R..0% sn 
(4.) XartHr 7 +Z rer u Ba M = 


. Da f=e und 9=f Integrale des vorgelegten Systems (2.) sind, so 
muss df und dp vermöge desselben identisch verschwinden, ohne dass die In- 
tegralgleichungen zu Hülfe genommen werden. Es ist aber 


Ö 
df = —. = ——de+ - dy+Zz 1 2: o da Edy+ 2: dz; 


folglich erhält man vermöge des a (2.) 


6) =. 132 a SI ne 


age Br 0% oy FB en 


welche Gleichungen Ar die Definitionsgleichungen der Integrale des Systems (2.) 


anzusehen sind. 

Man kann hieraus beweisen, dass jede Function von f und , einer 
Constanten gleich gesetzt, ebenfalls ein Integral des Systems (2.) ist. In der 
That, ist ® irgend eine Function von f und 9, so multiplieire man die Glei- 


‘ N 00 a 2 
chungen (5.) respective mit ar und ar und addire; alsdann erhält man 


x( 08 0f 00 6 )+ > aF..08 2 \4-z[ ou Of [6lo} )=0, 


of da ‘Sp da of op ff & % 
oder : 
08 fefo) feXo) 
(6.) E X Ep +Y Er +Z EP ==, 


A 


Be 


also ist @ ein Integral von (2.). Umgekehrt ist aber jedes Integral von (2.) 
nothwendig eine Function von f und 9. ‘Denn gesetzt es gäbe ein Integral 
@=y, welches keine Function von f und 9 wäre, so gilt für © die Glei- 


chung (6.). Nun sei & eine beliebige Function von f, $ und ®. Multiplicirt 


ein) ein) 2 


man dann die Gleichungen (5.) und (6.) respective mit TE und 


oo 

00 

addirt, so erhält man ; 
X 00 00 00 


a er 

folglich ist auch & ein Integral der Gleichungen (2.). Es ist aber » eine ganz 
beliebige Function der Grössen f, 9, ®, und diese sind von einander unab- 
hängig. Daher könnte man f, 9, ® als neue Variablen für die ursprünglichen 
©, 9, z einführen und diese ursprünglichen Variablen durch f, Y, ® ausdrücken. 
Demnach kann man jede Function von x, y, z als Function von f, y, © dar- 
stellen, und eine willkürliche Function von f, 9, © ist gleichbedeutend mit einer 
willkürlichen Funetion von.x, y, 2. Man kann also jede Funetion von.z, y, 2 
für © setzen, d.h. jede Function von 2, y, z einer Constanten gleich gesetzt 
ist ein Integral des Systems (2.), was unmöglich ist. Es kann also nur zwei 
von einander unabhängige Integrale des Systems (2.) geben und jedes dritte ist 
eine Function zweier von einander unabhängigen, / und g. 

Man kann dies Resultat dazu benutzen, um aus einem’ Werthe des Multi- 
plieators M alle anderen abzuleiten. Es sei N ein zweiter Werth dieses Multi- 
plicators, so hat man 


x oM_ yöM_, | OX SE oY 
P% oy 02 ow oy 


32 
: + u=0, 


Nano foren daz 
u N HH rat 


Wenn man die zweite dieser Gleichungen mit M, die erste mit N multiplieirt 
und die Resultate von einander abzieht, so ergiebt sich 
ou nr nz 
ow 0% oy oy 
oder, wenn man durch M? dividirt, 
N N N 
ol) A | 


eye 0% + oy wa 02 


N : ; ER i 
7 Const. ist also ein Integral des Systems (2.), mithin „7 eine Funetion von 


Iv=o 


02 Be 02 


ON 2. 


a ehrt Ein. vi 


f und , oder 
(.) N= MF(G, y); 


‚d.h. ist M ein Werth des Multiphcators, so sind alle übrigen Werthe unter der 


Form MF(f,) enthalten. Aber, wie vorausgesetzt ist, sind f=e und 9=fß 
die Integrale von (2.), also wird F(f, 9) = Const.; d. h. wenn man die Integral- 
gleichungen zu Hülfe nimmt, so sind die verschiedenen Werthe des Multiplicators 
nur, um constante Factoren von einander verschieden. — 

Wir wollen nun sehen, welchen Vortheil die Kenntniss eines Werthes 
von M gewährt; hierdurch findet man nicht wie bei einer Differentialgleichung 
zwischen zwei Variablen das Integral selbst, sondern man findet nur vermittelst 


der Gleichungen A= MX, B= MY, Ü=MZ Werthe der Grössen 
ve of 9 Of Op ni of 09 of op R of © Of &p 


m02'...08.0% OR 200 da dy  & Or, 
Der Vortheil, den man hieraus ziehen kann, tritt erst dann ein, wenn man 
ein Integral z. B. 9 schon kennt und das andere f sucht. Man führe statt 
einer der Variablen z. B. statt z den Ausdruck p ein, so dass z als Function 
von %, x und y dargestellt wird; wir wollen uns demnach das zu suchende 
Integral f durch &, y, g ausgedrückt denken und die unter dieser Hypothese 


gebildeten partiellen De mit es (2): (2) bezeichnen, 


dann haben wir 


3 = (2).(2) 8. ran ar 6: 


und erhalten für die Grössen A, B, C die Ausdrücke 


of __(&\ 0 of öf 
Mer ae Br Er im; 9 (3) 
Aus denselben ergiebt sich, dass, wenn man das Integral 9=/ und einen 


Werth des Multiplicators M kennt, man f bestimmen kann. Denn denkt man 
sich f durch &, y und 9=f ausgedrückt, so ist 


= (Dal ar(%)im 


UT ara)“ 


oder da dg=O ist, 


SER 


Aber aus den obigen Gleichungen für A und 5 hat man 


ae 2 
u leg 
02 02 
also 
Ady—Bdx 
nn er 
02 
Da nun ® 
MN BSMN 

so wird 

8.) BRT- 5, Kdy— Yan), 


62 

und es ergiebt sich daher 
M 
°p 
02 
als zweites Integral des Systems (2.). Hier muss man X und Y, welche als 
Functionen von &, y, z gegeben sind, durch 2, y und = f ausgedrückt an- 
nehmen. Unter dieser Voraussetzung ist, wie wir aus Gleichung (8.) sehen, 


Ady—Ydı)=f=u 


-. der integrirende Factor der Differentialgleichung Xdy—Ydı=0. Somit 
d2 
haben wir folgenden Satz: 
Ist das System von Differentialgleichungen 
| dasdy:ds = X: Y:Z 
gegeben, und kennt man erstens ein Integral = P desselben, sowie zweitens 


einen Werth des Multiplicators M des Systems, welcher der partiellen Differential- 
gleichung 


oM oM oM | LK = Be 
eat tn Kr 
genügt, so ist 
M 
5p 
o2 
der integrirende Factor der Differentialgleichung 
Xdy— Ydı=0, 


7: 


ar 


vorausgesetzt, dass sowohl aus dem angegebenen Factor, als aus X und Y ver- 
möge des schon gefundenen Integrals = ß die Variable z elimmirt ser. 

Man könnte diesen Satz für sehr unfruchtbar halten; denn während zur 
Kenntniss des zweiten Integrals f die Lösung der partiellen Differentialgleichung 
x z 38 JA 9 zT ann 

FE 02 
erfordert wird, haben wir, um M zu bestimmen und daraus das zweite Integral 
f zu finden, die viel complicirtere Differentialgleichung 
oM oM oM ( BA ar 04 


2 u BE Tr 


zu lösen. Es scheint also ein leichteres Problem auf ein schwierigeres zurück- 
geführt zu sein; indessen tritt hier ein eigenthümlicher Umstand ein. Die partielle 


)r=o 


Differentialgleichung, welche f definirt, also die Gleichung 


Fe 


1) y? 6) 

Zu ı = 2 | 

lässt die Lösung f= Const. zu; aber no evidente Lösung giebt kein Integral 
des vorgelegten Systems und muss daher ausgeschlossen werden. Ein solches 
Ausschliessen einer Lösung ist bei dem Multiplicator M nicht nöthig, und wenn 
z.B. M einer Constanten gleich gesetzt eine Lösung der Gleichung (4.) giebt, 
so ist dieser Werth von M als Multiplicator ebensowohl zu brauchen, wie jeder 
andere. Der Fall, dass man M= Const. setzen kann, tritt ein, wenn 


eX ar 2 
> Te ES er 


ist, denn alsdann reducirt sich die a (4.) auf 
DM ol Em, 


X, Es +4 55,=% 


man kann also M= Const., z. B. =1, setzen und hat den Satz: 
Wenn in dem System der Differentialgleichungen 
de:dy:de= X:Y:Z 
A, Y, Z Functionen von «, y, z sind, welche der Bedingung 


0X, ar; 104 
0x oy 02 


= 0 


genügen, wenn man ferner ein Integral 9=P des Systems kennt, aus dieser 


Gleichung z in den Grössen x, y, ß ausdrückt und den gefundenen Werth in 


RE > einsetzt, so ?st 
1 
°p 
02 
ein vollständiges Differential, und man findet also durch blosse Quadratur das 
zweite Integral f= « des Systems. 


(Xdy— Yda) = df 


Es ist noch ein zweiter allgemeiner Fall zu erwähnen, der den eben ge- 
nannten in sich schliesst, und in welchem sich ebenfalls M allgemein bestimmen 
lässt. Führt man nämlich in die für M geltende Gleichung (4.), nachdem man 
dieselbe mittelst Division durch MX auf die Form 

LSQM)- F OM. :2.0M Er Re 
Fe 0 Er + de By. de )=0 
gebracht hat, die aus dem vorgelegten System (2.) folgenden Werthe 
Y ERER A dz 


> Pe Se 3 


ein, so erhält man 


1[0M_0Mdy ,0M = Zen 3% 2) = 
a a 0 nn ».q GG Bu 


ec 
oder 


La LTD 0: 0 
M da +z( [0 3. ey Re Be )=0. 


oder endlich 


dgeM 1 ( RA ) Een: 
iiRe ar 2\. ee 
Ist nun if St rar ) ein vollständiger Differentialguotient nach x, also 
von der Form = so hat man 
deM dd _ 
ee 
MEUA?. 


Hieraus ergiebt sich der Satz: 
Das vorgelegte System heisse 
de —R:Y:Z, 


es ser ferner der Ausdruck 


LE 2) 
XuBe gs de 


deep Aa ie he 


BE 


gleich nn d.h. gleich irgend einem vollständigen Differentialgquotienten nach %, 


endlich sei = ß ein bekanntes Integral des Systems; dann ıst 
Br (Xdy— Ydy) 
02 
ein vollständiges Differential, vorausgesetzt, dass hierin vermöge des Integrals 
y=ß Alles in x und y ausgedrückt sei. Man kann natürlich dies Resultat auch 
so aussprechen, dass die beiden Veränderlichen des Differentialausdrucks, von 
welchem der integrirende Factor angegeben wird, nicht = und y sondern x und 2 


oder y und z sind. | 
Wir wollen Beispiele zu diesen Sätzen geben. Es sei zuerst eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung zu integriren, nämlich 
d’ d 
Fer rl Y ) le 


Führt man eine neue Variable z.i ein, so hat man die beiden Gleichungen 


dy ee 
a 
also 
da: dy:de== Y!23u; 
daher ist nach den früheren Bezeichnungen 
Lu=1r Ferne 
Um den ersten der beiden aufgestellten Sätze anwenden zu können, muss 


Da a N 


0x = Oy 2 FR: o 
ee = DR AN A, 
sein; in dem hier vorliegenden Fall ist a, ae 0, EEE, also 
hat man die Bedingung 
ou 
oz 
d.h. es darf ın « nicht z oder, was dasselbe ist, nicht a vorkommen. In- 


dem man diese Annahme macht, erhält man das Theorem: 
Es sei die Differentialgleichung 


d? 
= 13) 


Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). gi 


BR BE 


zu ıntegriren, wo f kein ee enthält, man kenne hiervon ein erstes Integral 
d 
” (2; Y =) u 


welches nach -_ aufgelöst 
NR: 


ee Ya, 9,0) 
oder 

| Yy— (a, y,0)de — 0 
gebe, dann ıst 


in x, y und « ausgedrückt der integrirende Factor dieser Differentialgleichung. 
Ein Beispiel zu dem zweiten Satze giebt die Variationsrechnung. Das 
einfachste Problem derselben ist dasjenige, in welchem das Integral 


d 
Svlos 2a 


ein Maximum oder Minimum werden soll. Diese Aufgabe führt auf die Diffe- 
rentialgleichungen 


a» 
Ye 
dv oy’ da 
Die erste derselben giebt entwickelt 
VA , ydy' _ Op 
way 25 oyay' Er Oo? de &y’ 


man hat also 

| Ivy nr 
day Andy Ayayı? 
Be; ET) 


oder, wenn man zur Abkürzung 


_y_ Ay Op, , _ ud. 
My Aacdy'  Ayay' Be ay’ da 


® 


setzt, 


ee 


Ba 


Nun ist ausserdem 
dy : 
PEN, 
also hat man 
"da:dy:dy' =1:y':u 


Es tritt hier y' an die Stelle der Variablen, welche oben mit z bezeichnet wurde, 


und es ist also 
et Paar, : Zu, 


Damit der zweite Satz Anwendung finde, muss der Ausdruck 


oo _ a 
02 %y  % 


X 


ein vollständiger Differentialqguotient nach x sein; im vorliegenden Fall ist derselbe 


22, De, 
:: 


also fragt es sich, ob sich au als vollständiger Differentialquotient nach x dar- 


. stellen lässt. Es ıst 


® 
WER oT b) 
also 
u Ay 
au Tage 
Be nn. y 
=”) 


Aber zugleich wird 


a A [2 ER 1177 “y) 
a ya Ay Ay ya NER ayrT ay ya 


. 


_ y dy 
öy? de 
ar ım Zähler und Nenner von en sich forthebt, so erhält man 
a, ud, 8 
ou _ __ 0a Ay" Oy Oy'’ da  Oy' Ay’ de 
Br ET 
oy'? 


it: 


oder 
d ov oO’ 
RT 
Er Bu dee 
oy'? 


Es ist also in der That a ein vollständiger Differentialquotient nach x, und 
nach Gleichung (11.) 


oO’ 

dem er 
PER da ? 

Or 

M=(C.- oy'? 


Man hat demnach einen Satz, der für alle Probleme der Variationsrechnung 
silt, in welchen das Integral 


vw) da 


ein Maximum oder Minimum werden soll. Damit diese Bedingung erfüllt werde, 
muss zwischen x und y die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


oO 
a _aw 
de .& 


bestehen, welche folgende Eigenschaft besitzt: Kennt man em erstes Integral 
derselben 
d 
)-- 
und bringt dasselbe auf die Form 
dy—F(a, y, a)dx = 0, 


so ist 
N 
Oy oy"’ 
dy 
e 


ın x, y und @ ausgedrückt der integrirende Factor dieser Differentialgleichung. 

In diese Kategorie von Aufgaben des Maximums oder Minimums gehört 
z. B. die Bestimmung der kürzesten Linie auf einer gegebenen Oberfläche. Diese 
Aufgabe führt auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung; kennt man von 
derselben ein Integral, so lässt sich der Multiplicator der noch zu integrirenden 
Differentialgleichung erster Ordnung bestimmen. 


IR 


Was bis jetzt von dem einfachsten Fall der Variationsrechnung gesagt 
worden ist, lässt sich auf den allgemeinsten ausdehnen, in welchem unter dem 
Integralzeichen eine Function steht, die beliebig viele von einer Variablen x ab- 
hängige Variable y, z, u, ... und von jeder die Differentialquotienten bis zu einer 
beliebig hohen Ordnung hin enthält. Wenn eine solche Aufgabe bis zu einer 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variablen zurückgeführt ist, 
so lässt sich die letzte Integration ebenfalls ausführen. Aber um dieses Resultat 
zu gewinnen, ist es nöthig einige Sätze über die Ausdrücke anzuführen, welche 
bei der Auflösung der linearen Gleichungen vorkommen, und welche von Laplace 
Resultanten, von Gauss Determinanten, von Cauchy alternirende Functionen ge- 


nannt worden sind. 


Elfte Vorlesung. 


Uebersicht derjenigen Eigenschaften der Determinanten, welche in der Theorie 
des letzten Multiplicators benutzt werden. 


Setzt man 

P= (a,—a,)(a,—a,)... (4—4,)... (a —a,) 

(a,—4,) ... (4 —4,) ... (4n—4,) 

(a — %-1), 
so hat das so definirte Product P die Eigenschaft, dass es durch irgend eine 
Permutation der Grössen @,, a,, ... a, oder, was dasselbe ist, der Indices 
1, 2,... n nur das Zeichen und nicht seinen absoluten Werth ändert. Von 

diesen Permutationen soll hier nur Folgendes angeführt werden: 

Man bezeichne die Indices 1, 2, .... n, nachdem man ihre Ordnung auf 
eine ganz beliebige Art geändert hat, mit %, %, ... „und die Permutation, 
durch welche 

0, s n 
in 
ER RE OR Gm 
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übergeht, mit J. Wie auch die Permutation J beschaffen sein mag, so kann 
man immer die Indices 1, 2, ... n in gewisse Gruppen von der Beschaffenheit 


RE 


theilen, dass durch die Permutation J die Indices, die zu einer Gruppe gehören, 
entweder in einander oder sammt und sonders in eine andere Gruppe übergehen, 
so dass jedenfalls die zu einer Gruppe gehörenden Indices bei einander bleiben. 
In Rücksicht auf diese Gruppen kann man alsdann wiederum die Permutationen 
klassificiren, so dass für einige derselben alle Gruppen in sich selbst übergehen, 
für andere eine bestimmte Gruppe von Indices in eine zweite übergeht u. s. w. 
Dieser noch keineswegs erschöpfte Gegenstand ist einer der wichtigsten der 
Algebra; in allen Fällen, wo bis jetzt die Auflösung der Gleichungen möglich 
gewesen ist, ist hierin der Grund zu suchen. 

Die wichtigste dieser Klassificationen der Permutationen ist die in positive 
und negative Permutationen, von welchen die ersteren P ungeändert lassen, 
die letzteren P in —P verwandeln. In die zweite Klasse gehört z. B. der ein- 
fachste Fall, in welchem man nur zwei Indices © und ©’ mit einander vertauscht. 
Man sieht dies auf der Stelle ein, wenn man P auf die Form 

P= L(a—.a;,) H(a— a.) H(a,— a;) Ha, — ax) 
bringt, wo k sämmtliche Indices bedeutet, die von ? und ?’ verschieden sind, 
und %k, k' sämmtliche Combinationen der von ? und ?' verschiedenen Indices zu 


je zweien, wobei die Vertauschung zweier in derselben Differenz vorkommenden _ 


ausgeschlossen ist. Um zu beurtheilen, ob eine Permutation 
Be ER 
N Le 
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positiv oder negativ sei, vergleiche man der Reihe nach jedes » mit den nach- 
folgenden Zahlen. Ist « die Anzahl derjenigen Fälle, in welchen das grössere 7 
vor einem nachfolgenden kleineren steht, so ist (J) eine positive oder negative 
Permutation, jenachdem w gerade oder ungerade ist; oder einfacher: (J) ist 
positiv oder negativ, je nachdem man durch eine gerade oder ungerade Anzahl 
von Vertauschungen je zweier Elemente aus 1, 2, 3... n, die Permutation 
4; 9 4 ».,:%, esnält, 

Um von dem Bisherigen zu den Determinanten überzugehen, betrachte 
man die n?” Grössen 


% b,, 6; Pı: 
dr de Du Pa: 
Q,3 b,» AR, P, 


Man bilde das Produet 


Sl a a nn 


ar 


permutire in ihm die Indices auf alle möglichen Arten, gebe dem jedesmal re- 
sultirenden Producte das Plus- oder Minuszeichen, jenachdem die Permutation 
eine positive oder negative ist, und summire alle diese Producte mit den ihnen 
zukommenden Zeichen. Der dadurch entstandene Ausdruck 
R=22a bc .:.P, 

wo das doppelte Vorzeichen in der angegebenen Bedeutung genommen werden 
muss, ist die Determinante der n? Grössen a, ... 2,, und diese n?’ Grössen 
werden die Elemente der Determinante R genannt. Man kann sich AR aus der 
Entwickelung von P dadurch entstanden denken, dass man in jedem Gliede das- 
jenige a, welches in demselben nicht auftritt, zur nullten Potenz erhoben als 
Factor hinzufügt und sodann für jeden Werth des Index 2 an die Stelle der 
Potenzen a}, a}, &, ... a‘ beziehungsweise a, b, c, ... p, setzt. Die De- 
terminante AR hat folgende Fundamental-Eigenschaften: 

1. Permutirt man zwei Indices ? und k oder zwei Buchstaben z.B. a 
und db mit einander, so geht AR in —R über. Daraus folst, dass, sobald zwei 
Reihen von Grössen mit einander zusammenfallen, sobald also 

=, 5=b, --- MP 


k 
oder 


hr, ee PUAHRRLE LR 
die Determinante AR verschwindet. 
2. Die Determinante R ist in Beziehung auf alle Grössen, die in einer 
Reihe stehen, homogen und linear, also sowohl in Beziehung auf die Grössen 


ER 
als auch auf die Grössen 
Ir Iar * + Im 
Daher hat man 
R= Freu ea 
R_ OR dt OR ES oR A 
9° 09, °° Ale 
Setzen wir s 
R OR OR 
Se N et 
so ist 
R—= A,a+Bb+Ge+"+PPp, 
ebenso 


R= Aa,+B,b-+0C,0+""+PP; 


BER 


Aber durch Vertauschung der Indices ? und % geht R in —R über, also, wie 
hieraus ersichtlich ist, A; n —A,, B; n —B, u. s. w.; mithin geht der Term 
von A,, der in d, multiplieirt ist, m den Term von —A, über, der in 5, multi- 
plieirt ist, d.h. in R haben a,b, und a,b, entgegengesetzte Factoren, oder es ist 


RSS OR 
da,dhr..... ey da,ob, 
Ebenso hat man für drei Indices , k, I 
Dr ar Re. SR 
da,öb,de, Ha,Ob,dc, Ha,ob,dc, Ha,ab,de,  Ha,Ab,de, -  Aa,Ab,de,” 
und hieraus ergeben sich folgende Darstellungen von R: 
o’R 
R == en 
O’R 
= 237l0.(b,,—be)+a,0,—b,) tab, ol aa 00,05,60) 


wo die Summationen auf alle von einander verschiedenen Cotabinsticnen der 
Indices 1, 2, ... n zu zweien und zu dreien auszudehnen sind. Diese Dar- 
stellung einer Determinante durch Producte von Determinanten niederer Ord- 
nung findet sich zuerst in einer Abhandlung von Laplace über das Weltsystem 
in den Pariser Memoiren von 1772. Laplace und Üramer in Genf sind über- 
haupt die ersten, welche die Eigenschaften der Determinanten gehörig unter- 
sucht haben. 
3. Die oben angeführte Gleichung . 
OR OR OR 


R=g, +4 Ar, 
| a ag, ag, 
giebt, wenn man a für g schreibt: 
OR OR OR 
Ra ta ee 


Dieser Gleichung sind noch aders hinzuzufügen, welche sich ERS 
beweisen lassen, dass R identisch verschwinden muss, wenn man zwei Reihen 
von Grössen einander gleich setzt; sie lauten: 


OR OR OR 
ans da, En da, te a day 
0 OR ER OR RR. OR 

ae N TR >" Ds 

OR OR öR 
a Tan Pe fr 

1 2 n 


Auf diesen Formeln beruht die Auflösung der linearen Gleichungen. 


man das System 
a0, +d,%,+ ER 2, =—Yı 
4,0, +b,%,+: Po; Ya) 


a,0 +5,04 —+P,2, = yY 


n? 


und multiplicirt man diese Gleichungen respective mit a 


oa 
OR OR ee OR 
I .06 ob, 


ob 


etc. wo A die oben angegebene Bedeutung 
1 P 


R=Zta)b,...p, 


hat, so erhält man 


OR OR oOR 
A er a Ba 
1 2 n 
R a DR, OR 
X, Re ob, Yı ob, Yr ob, a3 
1 12 eg y—+ an 1 Bee 
” ae: } I Op, I Op, Im 


Nee 
1 oa, 


Denn hat 


, mit 


4. Mit Hülfe dieser Formeln beweist man einen merkwürdigen Satz über 
die Variation der Determinante R. Man bezeichne die Variationen der Grössen 
a, bi, ... p; mit da, db, ... dp, und bilde folgende n Systeme von linearen 


Gleichungen: 

D: aa, +bo, Her+pe = da, 
a0, +da, + o+p,8, FE da,, 
ar +b,e, + +pE, = da; 

2) aa ball u tpa = ob, 
a,0, +b,x, Free ===:8d,, 
a + Het 5 

u.8w. u.8 W. 
endlich ; 

n) aa +ba + +P,a, = öP,, 


A, + b, a + —tPp an 6 dp,; 
a, + ba” +- + pa” =, 
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Nun ist 
OR OR oOR 
IR= 2, ar un + 
Aber nach den obigen Formeln für die Auflösung der Gleichungen hat man 
OR OR OR OR 
A 
Ra er a da," N er 2 da, 
und ebenso 
OR OR N oR 
5 Bach 1 2 ae . 
Ra) => 25; db, Ra, = zn. Be. SEE op. Op; 
also, 
IR—= Ri Ha Halt ta), 
oder 


dlgR—= Halt" ta”. 


Zwölfte Vorlesung. 
Der Multiplicator für Systeme von Differentialgleichungen mit beliebig vielen Veränderlichen. 


Wir wollen sogleich von dem gegebenen Satz über die Variation der De- 
terminante eine Anwendung auf ein System von Differentialgleichungen machen. 
Es sei folgendes System gegeben: 


de d dv; de 
(1.) 1 frecsene 2 peu “8 NR ROT | 1 — =; u. e:fe 2 (rer nn n® 
da da du , dı 
Dieses System, in welchem X, X, ... X, beliebige Functionen von &, &,, %, ... &, 


sein können, sei integrirt durch folgendes System von Gleichungen: 


ee MAC %,, lg, >) 
vn Boa r.(& ERIZE) ... On), 


eu m Be 


Setzt man hieraus die Werthe von ©, 2, ..:., in X, X, ... X, ein und 
bestimmt auch die Differentialquotienten . nn ... als Functionen 


von x und den r willkürlichen Oonstanten &, &, ... @,, so wird durch diese 
Werthe das System (1.) identisch erfüllt, d.h. die Gleichungen (1.) gelten für 
jeden Werth der Veränderlichen « und der willkürlichen Constanten @&,, &, ... @,; 
daher kann man sie nach jeder dieser n Constanten differentüren. Aus jeder 


weg 


der Gleichungen (1.) entstehen auf diese Weise n Gleichungen, im Ganzen n 
Systeme von je n Gleichungen, also n? Gleichungen, sämmtlich von der Form 


a aim Adi 


d o%; 
00 : OL, 0m, 2, OX,;, 0a, u oX; KZ2 
3 96 :..08- O0: dx, 00; 0, 0 
' 2 
R : r 
1 Das aus der ersten Gleichung — — X, folgende System ist: 
F „08% 
1) Im IX, 9m IX... Ian IX, _ 73 
| oa, ©, da, 0a, OR 0: de» 
| 1 ox, 
oa, OX, er 0a, 9X, a Ds A 08 
da, Om, da, 0a, RE Fr 7 
| d om, 
| oa, 0X, * Oa, OX, Fin O0, :0% 
’ 0a, ©, da, 02, 0,0. 0. de. 
; Die aus den übrigen Gleichungen (1.) folgenden Systeme sind: 
1 OR, 
SE BN.:.08 ON, 0 OA, 0 
2 da, dm, 5 00,0%, nr OB ed - > 
| d O4 
f Da. GAS. 00,08, 0.08, 00, 
E. da, 0a, r da, Om, Er 2 a 
| » 1 OR, 
| u, 08, 0,05: 00008, A 
da, ©, Fr dan 0a, ee a A 7 
U.:8;:W 38 W, 
endlich 
d On 
02.02. cm, OA, Om OL, de, 
aan 
1 OA 
DO, : Om 'OX, a Re 7 
da, Om, SE da, ©, er A tee de? 
d O&n 
Br..0X, 2 Or, OX, a Om UA. 06, 
| da, 08, oda, Om, TER Se u Pages 
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Vergleicht man diese Systeme mit denen, welche m N°. 4 der vorigen Vorlesung 
bei Gelegenheit des Satzes von der Variation der Determinante aufgestellt worden 
sind, so findet man, dass jene in diese durch die folgenden Annahmen übergehen: 


08 a OR, 0 
Ad ae ae 
or, = 0 2: 
a Fasaeh da, ’ ee da, ’ RER gs da,’ 
or om, we OR, = 0%, 
ae RR er, De er Pu da, ’ 
O2, 0% X 
ap Be a 
Er oX, BE oX, Br ax, 
n Ber D0.” E Oan 
ars oX, RR OX, IE RER OX, 
BERIET  RDRE. O2, wer. ie, 
o)_ In „m_ IX „m _ An 
LEN PR, = Dats:: 
nd 
dx 


Daher lässt sich der vollständige Differentialquotient von IgR nach x in der 
merkwürdigen Form | 


a BER. 08, 0 oX, 

=) da ow, > om, en 7 O0, 
darstellen, wo 

E_xE O2, 08, OXxn 


de, 0: De 
Nach vollendeter Integration des Systems (1.) findet man also R aus der Glei- 


chung (2.) durch eine Quadratur nach x. Aber es giebt Fälle, in welchen die 


Determinante R vor allen Integrationen angegeben werden kann, nämlich wenn 


sich die Summe ee oX, Are 08 
u om, 0x, 


ständigen Differentialqguotienten nach x transformiren lässt, oder, was ein noch 
einfacherer Fall ist, wenn X, kein &,, X, kein % u. s. w. X, kein x, enthält. 


mit Hülfe des Systems (1.) in einen voll- 


Alsdann ist er E= 2 +..+ u 0; daher 
ox, Om, Of 
euE = Re Donst. 


dx 


ae 
Te 


Fe 


Der in der Gleichung (2.) enthaltene Satz ist zuerst von Liouville und 
zwar in dieser Form aufgestellt worden (Liowvrlle Journal Bd. 3, p. 348); in einer 
anderen Form, in welcher die willkürlichen Constanten & durch unabhängige 
Variable x und diese durch Functionen f von den Variablen x ersetzt sind, 
kommt derselbe in einer meiner Abhandlungen (Crelle Journal Bd. 22, p- 336) vor. 
Liouville hat aus diesem Satz nicht den Nutzen gezogen, welchen er für die 
Integration gewährt. Ehe wir zu dieser Anwendung übergehen, wollen wir dem 
gewonnenen Ergebniss eine etwas allgemeinere Form geben, indem wir daran 
eine Veränderung anbringen, die zwar sehr unwesentlich scheint, ohne welche 
aber nichtsdestoweniger seine Anwendbarkeit sehr viel beschränkter sein würde. 

Schreibt man das System (1.) in Form der Proportion 

BE de a 2 SE 7 At 


so lässt sich derselben, durch Multiplication mit einer willkürlichen Grösse X 


auf der rechten Seite, die früher betrachtete Gestalt 


(3.) de: day: day:...2dan = X: X,:X,:...:X, 
geben, wenn man gleichzeitig X,, A,, ... X, beziehungsweise durch die 
Quotienten 2 5 SS I: = ersetzt. Durch diese Veränderung geht die Glei- 
chung (2.) in 
) (&) Es in 
digR _ (+ Rz DIEBE 
Bee nom, om, ow 
22,2 108.: 02, >| 1 ( oX d3.,% >) 
-+(& Om, E IR. a OR, +2 OR, ae OX, 


über. Das substractive Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man 


mit Hülfe der Gleichungen 
dı, X, E dı, X, din 


, a 
a PP Bu rl EBEN 
auf die Form 
1 ve da, OX da, iR ei ni 
Erg Or, da tr OÖ, : 00 M Or, da 
oder 
S3 ( ÄX 23 
X\ da 0% 
bringen. Setzt man dies in den Ausdruck von a ein, so ergiebt sich 
dIgR ae 9X, ıı 2 en 
er ER ee 04, X\da 00 )’ 


Ba En 


oder 

dIeXR) 1 ( IX OL 9%.) 

4) de SEAN 8 2 oa, Sr OR, et dar) 
a ilen =) 
Man kann also, wenn sich x 5 = Sn Er durch das gegebene Sy- 
stem (3.) in einen vollständigen Differentialquotienten nach x transformiren lässt, 
oder wenn = u 2 ++ RI 0 ist, R vor allen Integrationen bestimmen. 

0x O4, a . Tr 


Im letzteren Falle hat man 


XR = Const., 
also 
Const. 
A zo 
wo, wie früher, 
R=>+ O2, 0, OR 


da, du, Om 


Setzen wir nun voraus, das System (3.) sei in der That von der Be- 
schaffenheit, dass sich R vor aller Integration angeben lässt, und nehmen wir 
an, man habe schon n—1 Integrale gefunden, das n“ fehle noch, so kann man 
die n—1 Integralgleichungen in der Form 


%, = P,(%, 8,5 pp Agy --- On), 
2, = 9, (0% 5 Us pr +++ On), 
In = Pl, 5 Uyy Osy--- An) 
darstellen, und es bleibt alsdann die Differentialgleichung 
Xda, —X, de —=0 
zu integriren übrig, deren Integral auf eine Gleichung von der Form 
2 = 9P,(2, 0,5%... Cm) 


führt. Aus der Vergleichung mit dem obigen vollständigen Integrationssystem 
der Differentialgleichungen (1.) folgt überdies, dass die gegenwärtig mit , be- 
zeichnete Function dieselbe ist, welche oben mit /, bezeichnet wurde, und dass 


die Functionen s, 93, ... 9, respective in %, fs --- /„ übergehen, wenn man 
für x, seinen Werth y, substituirt. 
Schliessen wir die Differentialquotienten der Grössen 2%, 2, ... Ins 


insofern wir sie als Functionen von &, &, &, &, ... «, ansehen, zur Unter- 


er a re ee A ae ride el 


scheidung von den bisher betrachteten Differentialquotienten in Klammern ein, 


so wird 
oO, ow, 0%, \ Oa, 
da, 23 ( oa, )+( 0%, ) oa, ’ 
wo i und & alle Werthe von 2 bis n inclusive annehmen können. Für /=1 
erhält man 
oO, o%, \ oO, 
SEE ( dx, ) da, ’ 


eine Gleichung, welche män unter der allgemeinen Formel mit begreifen kann, 


wenn’ man berücksichtigt, dass 


en ML OMm\ 
> = (de) = (55) - 2 


ist. Es gilt demnach die Formel 
| in (a) 
EP 0: 7770) ai 7 ) da, 
von ?=2 bis i=n und von k=1 bis k=n. Hierdurch wird 
or, ee (a) oo ı I (Se 
R= Ba et 2 2 1 3 3 EDAE re 1 
de, N de, / "N dm, ) 0, IN 0, /)\ 02, ) 20, EI LE 


d.h. R wird die Determinante aus den Grössen 


O2, Ei ) ( Om, ) om, ( or, ) e or, \ O2, ( oa ) ( Od ) ow, 
du, NO, mi 02.7.0,’ \ de, ” 2 BEER og; % Dar }ode, ’ 
oO, ( oO, ( oa, \ O8, ( O2, ) ar ( On ) ( O2, ) 04, 
en A )+ om ) 08," ..X.08, 3% RE U e O2, ) da, ’ 
o%, ( 0, ) ( om, ) oa, ( OR, ) & Se ( Odn ) ( Oan ) oa, 
BE,.2,.5:800, aa Ox, ) da, ’ er 35 e... 1.08 Te om, ) da,’ 
da ( du. ( au ) de ( a )+ (& .)e ( B ) ( ee > 
3 dm )r oe 1700, ’: \.00, Di DEREN oa, ) O0, 


Bezeichnet man mit A, und mit R, die Determinanten, in welche die 
vorgelegte Determinante AR übergeht, wenn man die n. Grössen der zweiten 
Verticale für R, auf ihren ersten Term, für R, auf ihren zweiten Term reducirt, 
so ist A als lineare homogene Function jener n Grössen gleich der Summe von 


R, und R,. Aber R, hat den gemeinschaftlichen Factor (a ): und nachdem 


man denselben herausgezogen, fallen die Grössen der ersten und zweiten 


- 


en 


Verticalreihe zusammen, d.h. A, ist eine nach Nr. 1 der vorigen Vorlesung 
verschwindende Determinante, und R wird gleich R,, d.h. AR bleibt unver- 
ändert, wenn man die Grössen der zweiten Verticalreihe auf ihre ersten Terme 
redueirt. Dasselbe gilt von den Grössen der dritten, vierten, ... n'* Vertical- 
reihe, und es ergiebt sich daher R gleich der Determinante aus den Grössen 


om, ( om, ) ( om, ) ( OR ) 
Nee eg 128 
ox, ( or, ) ( OR, ) ( 0.7 ) 
a’: \de P-\aeR Ne 
OR, ( Or, ) ( om, ) ( or, ) 
a da, J' . 
om, ( 0, ) ( oO, ) ( Or, ) 
O0, ! 00, h On ; > O0, 


Stellt man nun diese Determinante als lineare Function der Grössen der ersten 
Horizontalreihe dar und berücksichtigt, dass nach (5.) dieselben mit. Ausnahme 


von > alle verschwinden, so erhält man R als Product von DR in en 
O0, da, 3 or, 
d.h. als Product von ne in die Determinante oa, 
8x 0X ( 0%, ) 
eg 2 I 
we Q s+( da, )( O0, ) ER 


deren Elemente diejenigen sind, welche von dem letzten Schema übrig bleiben, 
wenn man die erste Horizontalreihe und die erste Verticalreihe fortlässt. Man 
hat also schliesslich 


5 ae om, 
(7.) N = Q. 


Diese Gleichung ist von der höchsten Wichtigkeit. Da man nämlich nach 
unserer Annahme R aus dem gegebenen System (3.) a priori finden kann, ohne 
irgend eine Integration gemacht zu haben, da ferner Q vermöge der n—1 bereits 
ausgeführten Integrationen bekannt ist, so liefert die Gleichung (7.), wie wir 
sogleich sehen werden, die noch übrig bleibende nr“ Integration, indem sie für 
die Differentialgleichung 

Xda —X,de—= 0, 
in welcher X und X, als Functionen von x und &, ausgedrückt sind, den inte- 
grirenden Factor bestimmt. Das vollständige ‘Integral dieser Gleichung sei 


(8.) Fla,a) = 0&.: 


ap a at a ac un 


DR he na 


an. 


Hieraus ergiebt sich durch Auflösung für x, derselbe Ausdruck, den wir 
oben mit 

BF (0 ee ) 
bezeichnet haben. Die Substitution dieses Ausdrucks für x, macht (8.) zu einer 
identischen Gleichung, daher erhält man durch Differentiation nach «, 


Ba N 
a BE 
oder, da nach Gleichung (7.) 
or, ERke% 
EP Ra 
ist, 
EN 
Om. 
Bezeichnet man mit N den integrirenden Factor von Ada, —A,dx, so hat man 
OR oF 
Dar OR, . ee En O2’ 
also aus der ersten dieser Gleichungen 
(9, Be a. 


EX OR, 0 


N —. ist also der integrirende Faetor der Gleichung Xdu— X,de=0. Also 


hat man den Satz: 
Ist in dem System von Differentialgleichungen 
DEN OR m A FAR EN 
der Ausdruck 


X 


1 ( 0X 2% oX, Een 
o& or, Or 


em vollständiger Differentialquotient nach x, kennt man n—1 Integrale des 


Systems, aus welchen sich die Veränderlichen 2, &, ... &, als Functionen 
von &, x, und den n—1 willkürlichen Constanten der Integration durch die 
Gleichungen 
DER) 90 0 Pl.) 
darstellen lassen, und bleibt demnach allein die Differentialgleichung 
2 Ada —X, de = 0 
zu integriren übrig, so ist 
RN 
{R 
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age. 


der integrirende Factor dieser Differentialgleichungen, wo 
Ka. 2a 


und 
or, 0% [oR% 
En a a a WI 
Q da, 0a, oa, 
Wenn nn == +++ 2. —() ist, so wird XAR=Const., und in diesem 


1 


Fall ist die Determinante Q@ selbst der integrirende Factor der Differential- 
gleichung Xdx,— A,dx = 0. 

Wenn man die Gleichung (4.) dieser Vorlesung mit der Gleichung (11.) 
der zehnten Vorlesung zusammenstellt, so zeigt sich, dass die Differential- ° 
gleichung, welcher —1gXR genügt, die nämliche für n-+1 Variable ist, welche 
wir damals (für ein System zweier Differentialgleichungen zwischen drei Variablen) 
für 1gM gefunden haben. Man kann daher 


geM—= —1IgXR 
setzen, oder 
| 
En 
und es ist unter den Voraussetzungen des soeben ausgesprochenen Satzes 
Ma 


der integrirende Factor der letzten Differentialgleichung Ad, — A,de—=0, wo M 


aus der Gleichung 
deM 8X 3 


ax, 
aa aa 


X BR Er N en Ep —( 


zu bestimmen ist. 

Die im Vorigen betrachtete Determinante Q@ kann man auf verschiedene 
Weise bilden. Die einfachste Darstellung ist die in Form eines Products. So- 
wie wir nämlich vermittelst x, die Constante «, aus den Variablen &,, &,, ... &, 


eliminirten und dann die Determinante R als Product von on in die Deter- 
1 


minante @ darstellten, deren Ordnung um eine Einheit niedriger ist, als die 
Ordnung von R, so können wir wieder vermittelst x, die Constante «, aus den 


Variablen &;,, &, ... x, eliminiren und dann Q als Product von = in die 
ex 2 
Determinante P= 34% u jan darstellen. Auf diese Weise hat man 
oa, 0a, O0, . 


fortzufahren; man eliminire vermittelst x, die Constante @, aus ©, X +: Ins 


en ln DD nal at 


DB. 


vermittelst x, die Constante @, aus %,, %, ... %, u. 8. w., so dass man folgende 
- Darstellung der Integralgleichungen erhält: 
1180,08, 0... On, li), 
E4-0.(8,250,0,, 0 bat in) 
RT, 0 ale a): 
(F.) u. = 8.000,0,0, 040); 


L 


ELLE 2,0, 0, Un), 
alsdann ist 

92, 90, 0% 0% 

(10.) R 1 2 6} RE n 


oa, da, Oa, Bu: 


wo für die Grössen x, bis x, die Ausdrücke F, bis F, zu setzen sind, und für 
dieselbe Darstellungsart der Integralgleichungen hat man 


2, 0% 0%, 

- 3 u A, ® 
a, 0a O0 

2 3 


a1) Q=3 


Die hier gebrauchte Transformation besteht also in Folgendem: 
Sind n Grössen &,, %, ... 2%, Funchionen von n anderen &,, &, ... « 


n? 
so dass 

RE 

d, —= f, (9,0... On), 


ER ACH LPTEZE Q,); 
und stellt man durch successive Elimination die Grössen &, %, ... &, folgender- 
massen dar: 
RE ER A 
u —=!/10,0,0,..3, 6), 
2 SE, 9,0.,006,.1,0n), 


A — Fila, &y, %, 2. &n1, On), 

so ıst 
ih, en. .0r. 0. om 

“00: 0%, O0, oa, 0a, dan ” 


oder wenn wir die Differentiationen der Grössen x in der ersten Darstellung ohne 
Klammern, in der zweiten mit Klammern bezeichnen, 


da, 00, O% — (2 \(&) (Se) 
nee ha)! 
1 


“© 


ae 


Die Form (F.) der Integralgleichungen ist diejenige, welche sie für den Fall 
einer einzigen Differentialgleichung höherer Ordnung bei successiver Integration - 
von selbst annehmen. Die successive Integration der Gleichung 


yrı) =. fy®, un DI, je ‚Us Y 2) 
giebt: 
Ze E [AL 
m ef (I, y,y,yR), 
vr (m, I. y yo 
. 2 ' 

Yo hau re Ye), 
ee IR u . 
Gehört nun die vorgelegte Gleichung y”*"—=f zur Kategorie derer, für welche 
der Multiplicator M sich a priori bestimmen lässt, so ist für die Differential- 
sleichung erster Ordnung 


der integrirende Factor 


AN70) 


; Dreizehnte Vorlesung. 


Functionaldeterminanten. Ihre Anwendung zur Aufstellung der partiellen 
Differentialgleichung für den Multiplicator. 


Determinanten der Form 


SER ON Eh 
OR, Om, OX, « 
werden von mir Functional-Determinanten, von Cauchy, welcher in den Comptes 
rendus der Pariser Akademie einige Sätze darüber gegeben hat, „fenctions 


differentielles alternees“ genannt. Funetional-Determinanten werden also aus 


den n? partiellen Differentialquotienten 5, von n Funetionen fi, fa, --- fa ge 
ak 
bildet, deren jede von den 2 Grössen 2, 2... .. a, abhänst. 


Ich habe im 22“” Bande des Ürelleschen Journals eine Abhandlung über 
Functional-Determinanten erscheinen lassen, in welcher die Analogie nachge- 


® 
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wiesen wird, welche zwischen den Functional-Determinanten in Problemen mit 
mehreren Variablen und den Differentialquotienten in Problemen mit einer 


- Variablen stattfindet. In folgenden, daselbst bewiesenen Sätzen spricht sich 


diese Analogie aus: 


l If d 
1. Ist f Fünetion von p und $ Function von &, so ist dad _ dp 
de dy de 
Dem entspricht für n Variable der Satz: Sind fi, fa, --: f„ Functionen von 
Pi, Pas »-- P„ und diese wiederum Functionen von &, a5 ... Lu, SO ist 


"a: 8, ı ER < Op, 89 9.) | 
Be ey ai 28 1 IE ans 5a . Bea A 
: O2, 0, OR ® op, Op, Op si 02:00, Of 


g, Dies kann in anderer Gestalt auch so ausgedrückt werden: Sind f 
und 9 Functionen von x, so ist 


Er 
‚df _ da 
ı dp 
da 
Hierzu hat man für n Variable den analogen Satz: Sind fi, fa, -.. f, und 
0 00>...0, Bunetiönen von a, 2,2... 0.3188 
of, © of, 
ehont 2 hs: 2 52 = In 


Er Op Op, 2 On Op op On 
) Be... 
Po Du du 


Pa Baker, wenn man , =, h=u, ... =, setzt, 


sr 900m Om _ ER 
ne 89, op, pn Een >uu op, Op, ER pn 
13: 0a. Oa OR 
3. Aus der Gleichung 
IKa,y) =0 
ergiebt sich: 
ou 
dy 72 
‚da 2 AN OHR 
ay 


Hierzu hat man folgende Analogie: Aus den n Gleichungen zwischen Zn Variablen 


HA,Y-: Ya» Fır 2.0), 
um In® E 2... 0,) 0, 


Hy Yo + ya x 2..2,) = 0 
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ergrebt sich: 


ae O0, Om, Gm 
0208, oa, ou, o1, ol, 
on 0 


Eds 


4. Damit die Gleichung Fxr=0 zwei gleiche Wurzeln habe, muss zugleich 


Fx=0 sein. Hierzu giebt es folgende Analogie: Damit die Gleichungen 


ee ee a 

zwei zusammenfallende Systeme von Wurzeln haben, muss zugleich 
;’ 
2 0m. om on 


DE - ee = 
0208, O2, 


0 


sei. 
a) 
R . . . OF { 
5. Wenn für alle Werthe von x der Differentialquotient —— verschwindet, 
OL x 


so folgt hieraus F= Const. Hierzu hat man die Analogie: Sobald für alle 


Von a 
Werthe von. 2 02.2... 


or: co OF, 
er : zen. — 
0 02, OR, 2 


ist, muss zwischen den n Functionen F,, F,, ... F, eine Gleichung 
IE, Fy.. F)=0 


bestehen, in welcher die Variablen x, %&, ... x, nicht explicite vorkommen. 
Dies giebt für n=1 auch in der That M(F)—=0, also F=Const., wie es 
sein muss. 

Diesen Beispielen für die erwähnte Analogie lassen sich viele andere 
hinzufügen, welche theils in der angeführten Abhandlung, theils in der im 
12'® Bande des Ürelleschen Journals erschienenen „de binis quibuslibet functio- 
nibus homogeneis ete.“ zu finden sind. 

Indem wir von der Betrachtung der Functional-Determinanten ausgehen, 
gelangen wir dazu, für den allgemeinen Fall von n+1 Variablen die Theorie 
des Multiplicators eines Systems von Differentialgleichungen in anderer Art. 
als es in der zwölften Vorlesung geschehen ist, zu begründen, nämlich auf dem- 
jenigen Wege, den wir in der zehnten Vorlesung für den Fall von drei Variablen 
betreten haben. 

Das System 

Baar 0 RAR 
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sei integrirt durch die Gleichungen 
x h=%; = %, ... h=% 
in welchen &, &, ... @, die willkürlichen Constanten bedeuten. Die unmittel- 
baren Differentiale derselben sind 
| RER 
et BET RN 
| Of; Of, Of, ER 
N a en N 
dr, dr, dr, öf, 
Er da—+ En da —+ 2 da, "+ 3. den =(, 


welche, da die willkürlichen Constanten durch die Differentiation verschwunden 
sind, mit dem vorgelegten System identisch sein müssen.‘ Fügt man zu diesen 


n in Beziehung auf de, dx,, ... dx, linearen Gleichungen als n+1" die iden- 
tische Gleichung 
öf öf ef, aa 
Ep de—+ = da, + 4 de, + ee di, == 4f 
hinzu, wo f eine beliebige Function von &, &,, ... x, bezeichnet, und wendet 
auf diese n+-1 Gleichungen die in No. 3 der elften Vorlesung enthaltenen Auf- 
lösungsformeln für lineare Gleichungen an, so ergeben sich für de, dx, ... d«, 
die Werthe: 
Ri — Adf, Rena Adf Ren, Adf, 
wo 
3 ER En la 
O2 0m, OR, 
ee. öf 
Ge ET E 
oR OR OR 
en a 
6) O2, OR 
Obgleich diese aus der Entwicklung von R nach den partiellen Diffe- 
| rentialquotienten von f sich ergebende Bestimmung der Grössen A, A, ... A, 


gerade diejenige ist, deren wir uns im Folgenden zu bedienen haben werden, 

so ist es, namentlich um die Analogie mit dem in der zehnten Vorlesung ge- 

gebenen Fall von drei Variablen zu verfolgen, von Interesse, die Grössen A 
a 
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eine aus der anderen, ohne Z zu Hülfe zu nehmen, abzuleiten. Zunächst ist 


ES 7 
of, 2: 
ne on on OX, 


Aus A erhält man nach No. 2 der elften Vorlesung A,, indem man die Diffe- 


rentiationen nach x und nach x, mit einander vertauscht und das Zeichen ändert. 
Diese Regel, A, aus A herzuleiten, kann man durch folgende gleichbedeutende 
ersetzen. Man permutire die nach sämmtlichen n—+1 Variablen x genommenen 
Differentiationen eyelisch, an die Stelle der nach.2, 2, 3, ... 2,2, 88 
nommenen setze man nämlich beziehungsweise Differentiationen nach %,, 2%, 
Xu or. %5 %, und ändere überdies das Vorzeichen oder behalte es bei, je nach- 
dem die Anzahl n—+1 der Variablen gerade oder ungerade ist, alsdann ver- 
wandelt sich A in A,. Die letztere Regel hat den Vortheil, dass durch blosse 
Wiederholung derselben Operation sich A, in A,, A, in A, u. s. w. verwandelt. 

Indem mar: aussden. für de de, 7.08% 


n 


erhaltenen Werthen df eliminirt, 
ergiebt sich 
ae Aue, 
was mit dem gegebenen System 
Der da Na, 
übereinstimmen muss. Es muss also die Proportion 
AA NEN ed, 
bestehen, d. h. es muss einen Multiplicator M von der Beschaffenheit geben, dass 
MN URS MN 4, 
ist. Es kommt jetzt darauf an, die für n—=2 bereits in der zehnten Vorlesung 


bewiesene identische Gleichung, der die Grössen A genügen, auf den allgemeinen 


o? 
Fall auszudehnen, also zu beweisen, dass die Gleichung 
0A 04 0A 
en en ner 
[07% or, Odn 
stattfindet. Wenn man auf die Zusammensetzung der Grössen A, A, ... A, 


Rücksicht nimmt, so sieht man leicht ein, dass auf der linken Seite dieser 
Gleichung nur erste und zweite Differentialquotienten der Grössen fi, fa --- fi 
vorkommen können und zwar die letzteren nur linear, d. h. niemals das Product 
zweier Differentialquotienten zweiter Ordnung. Ferner, da in A keine Diffe- 
rentiationen nach @, in A, keine nach «, u. s. w. in A, keine nach «, vorkommen, 
so können die in dem Ausdruck 


2 u Do Le FE ni a a ne > dm a FE rn 3 Ze a A u 2 a. a 


a Bald ad lan 


6 — 
EWR 


auftretenden zweiten Differentialquotienten nicht von der Form 5, sondern 
LT. 
ı 
0° 
nur von der Form E 
00,0%, 


sein, wo ? von k verschieden ist. Man kann also 


A; 2 
den betrachteten Ausdruck eo als eine Summe von Termen der Form 


i 


F® k O’fs 


ük or, OR, a 


darstellen. Der Werth von F{} wird mit Hülfe der Formeln 


of of, Ofn of of of 
jenen auf —- 1 ... I ... 
ae Et u 
® ER 
O1. 0% 


i k 


und 


i 


ermittelt, und zwar sind dazu nur die beiden Differentialquotienten 


9A ANK ö? 
SE zu untersuchen, denn in den übrigen kommt 5 = offenbar nicht vor. 
i 


k 
Da nun die Grössen A, und A, selbst Determinanten sind, so können sie fol- 


0x 


i 


gendermassen dargestellt werden: 


04; of 04; of. 04; Ofs 04; Ofn 
4; _ I 2 —+...+ +... i 
Dr 00 0m ah 82 a on, 
O2, OR, O2, 02, 
u a 298. A 
Se oh 9m, = an. aM, a 3 &m, ae FE A 
oW, oO, 0%, OR, 
Hieraus ergeben sich als Beitrag zu dem betrachteten Ausdruck & = zwei 
2 i ö 
in E “— multiplieirte Terme. Der eine rührt aus - her und ist 
2,0%, 0%, 
04; 9% 
3 ofs 0,00,’ 
Om, 
a 04; i 
der andere rührt aus an her und ist 
E a4, 
Oh dn,de, ' 
Ox. 


ı 
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folglich wird 


Fo — 04; ei DAR ae eo Se OR 
Pe eo Sa er 
Om, ow, 0%, Om, Om, om, 


Die in N’. 2 der elften Vorlesung enthaltene Formel 


2 2 2 2 j 
o’R oO’R a o’R ee oO’R En 


dad,  Öm,db, da,0b,  Ha,ob, 
giebt im vorliegenden Fall 
oO’R o’R 
ER RA E 
Or, Om, Or,  6ÖM, 
also 
Fe =0 
Auf diese Weise ist die identische Gleichung 
A: a4 OA, 
0x Aa 0x, ar O8 ex 
allgemein bewiesen. Aber wir hatten 
am a u Lo 
daher ergiebt sich 
MX) | MX)... MX) _ og, 


welches die partielle Differentialgleichung für den Multiplicator M ist. 


Vierzehnte Vorlesung. 


Die zweite Form der den Multiplicator definirenden Gleichung. Die Multiplicatoren der 
stufenweise redueirten Systeme von Differentialgleichungen. Der Multiplicator bei 
Benutzung particularer Integrale. 


Wir können nun die fernere Untersuchung für n—+1 Variable ganz auf 
dieselbe Weise führen, wie in der zehnten Vorlesung für 3 Variable. Indem 
wir die partielle Differentialgleichung für den Multiplicator M entwickeln, er- 
halten wır 


oM  ._ 0M oM PB 8x, 8x, 
See u rn WrERseFen un jo 
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Diese Differentialgleichung werde durch eine andere Grösse N befriedigt, dann 


hat man auch 


urE, er Ha tt +aaln=0 
0X, 0x 0% 0x, 


0% ı da 


Multiplieirt man ie zweite dieser Gleichungen mit en die erste mit = und 


zieht sie von einander ab, so erhält man 


Eu „om: .oN. „oM ON _oM 
0% 0% ow, om, a OX 
X M? +X, M? we: M? =—=.0 
oder 
N N N 
e (1) = (7) ee (1) . 
re ee 
d.h. 2 ist eine Lösung der Gleichung 
| | RER Sc Be 
(2.) ——+X, EP re == 0) 

Zur vollständigen ı einer solchen Gleichung ist die Kenntniss 
von n von einander unabhängigen Lösungen f, f --. f, nöthig, d.h. von 
n Functionen f, fs, --. /„, welche den Gleichungen 

af, of, of, 

. ® 0% a oO, a O8, wo 
P of, Of; 

e 0% ne om, ann, On a 
of, öf, öf, 

e 0% Br O2, Bi Bd 


genügen, ohne dass eine der n Functionen eine Function der übrigen ist. Kennt 
man solche n Functionen, so ist die allgemeinste Lösung 


Flofarn) 


Dies beweist man, indem man die obigen n Gleichungen respective mit 57 
1 
Er Ba, . multiplieirt und dann addirt. Eine (n+1)" Lösung f,.., welche 


von den rn übrigen unabhängig wäre, giebt es nicht; denn gesetzt es gäbe eine 
solche, ‘so würde nach der eben angewandten Schlussweise folgen, dass jede 
Function dieser n-+1 Lösungen 


EL BER PERRRT BIT PRO, 
14* 


° 


— 108 — 


gleichfalls eine Lösung ist. Da aber fi, fs --- fa /a+ı von einander unab- 
hängig angenommen werden, so kann man sie als neue Variable für &, &,,... %, 
einführen, und daher ist eine willkürliche Function von fi, fa» -:- fa» Farı 
gleichbedeutend mit einer willkürlichen Funetion von &, &, ... %. Der in 
Rede stehenden Differentialgleichung für f würde demnach jede beliebige Function 
von &, &, ... 2, genügen, was unmöglich ist. Es kann also nur » von einander 


unabhängige Lösungen fi, fa --- /„ geben. 

Diese n Lösungen der partiellen Differentialgleichung (2.) haben die 
Eigenschaft, dass sie durch die Integralgleichungen des Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen 


23 And as AN A, 
Constanten gleich werden. Denn da diese Integralgleichungen die Grössen 
X, X, ... X, den Differentialen dx, dx, ... dx, proportional machen, so kann 


man in der für irgend ein f geltenden partiellen Differentialgleichung, also in 


der Gleichung 


ee . ++ 0 
die Grössen X, X, -.. X, durch die denselben proportionalen Differentiale 
dx, da,, ... dx, ersetzen und erhält 
i ; of, 
[OR ar Om aaa aan a be 
oder 
di, 0, 
und daher 
f,; — Const. 
Indem man annimmt, dass die Constanten, welchen fi, f, --. f„ gleich werden 


müssen, n von einander unabhängige willkürliche Constanten @&,, @&, ... @, sind, 
erhält man die allgemeinste Integration, deren die Differentialgleichungen (3.) 
fähig sind, und es bilden also. 
N RE IR 

ein vollständiges nach den willkürlichen Constanten aufgelöstes System von 
Integralen jener Differentialgleichungen. Umgekehrt, wird die vollständige In- 
tegration der Differentialgleichungen (3.) durch n Gleichungen mit n von ein- 
ander unabhängigen willkürlichen Constanten geleistet, d.h. durch n Gleichungen 
der Beschaffenheit, dass es unmöglich ist, aus denselben eine von allen » Con- 
stanten freie Resultante der Elimination herzuleiten, und ergiebt die Auflösung 


nn due nn uni nis Zu nun. ld an LAEDIED ne wie 78 
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dieser n Gleichungen nach den Constanten die Werthe derselben 


/ Bat Bel. ce Beten Bel, 

so erhält man durch Differentiation 
| N de KL da + SE d2, = 0, 
Da aber =, h=%, .-.: a —=«, ein vollständiges System von Integralen 
der Differentialgleichungen (3.) bilden, so sind die Differentiale de, de, ... dı, 
den Grössen X, A, ... A, proportional, so dass 

ee AO ul a, 
d.h. fi, fs, --- /» sind Lösungen der Gleichung (2.). 

Es ist also vollkommen dasselbe, ob man sagt: fi, f, -.. f, Sind n von 
einander unabhängige Lösungen der partiellen Differentialgleichung (2.), oder ob 
man sagst: fi=@, h=%, ... ı—«, bilden ein vollständiges System von In- 
tegralen der Differentialgleichungen (3.). Nun haben wir gesehen, dass 

Alf) | 
die allgemeinste Lösung der Gleichung (2.) ist, ferner dass — eben dieser 


Gleichung genügt. Hieraus folgt, dass, wenn M eine bestimmte Lösung der 
Gleichung (1.) ist und N irgend eine Lösung, = eine Function von fi, fa --- fa 
sein muss. Dies giebt 
N=M.Flffa.. fh): 
ist M ein Multiplicator, so ist also 
M. Fifs faes ) 

die allgemeine Form, unter welcher alle Multiplicatoren enthalten sind. Durch 
die Integralgleichungen des Systems (3.) wird aber \=e@, h=%, ... , =; 
bei Benutzung der Integralsleichungen unterscheidet sich also diese allgemeine 
Form nur durch einen constanten Factor von M. Um Verwechselungen zu 


vermeiden, wollen wir den bestimmten Werth des Multiplicators M mit .M, be- 


r y i } 1 , ; 
zeichnen, den allgemeinen mit M, ferner mit y ie Puratlon WOH fi, fansas hen. 


mit welcher M, zu multipliciren ist um M zu ergeben, so dass M — MW 


‘Alsdann kann man die am Ende der vorigen Vorlesung vorkommenden Glei- 


chungen 
wi. Ur- A, Ei 


— 10 — 


auch so schreiben: 
(4) UN NEUN 10 ug 
Mit Hülfe des Systems der Differentialgleichungen (3.) lässt sich die für 
M gefundene partielle Differentialgleichung (1.) transformiren. Die Gleichung 


M 7 M oX X, OX, 
a HRScH nn rl EL, )=0 
0% 0x 0% er, OXn 
oder, was dasselbe nn 
oM X, -0M ROM. aX, ON, .)= 
x( SE pe ) er Fa nn 
geht nämlich unter Berücksichtigung von (3.) in 
. dM EX 0X Rn 
re ul oe =E > 
oder ın 
deM 8X X, ee 
e2. . eu oW ar OR, an Dar = 
über. Diese Gleichung ist, da für die an 2.25 :.2, die Differential 


sleichungen (3.) bestehen, mit der Gleichung (1.) vollkommen identisch; man 
kann vermittelst (3.) den Uebergang von (1.) zu (5.) sowie den umgekehrten 
Uebergang machen. | 

Aus der Gleichung (5.) lässt sich der Multiplicator M häufig bestimmen. 


Ist = + +, so findet man M=Const. In anderen Fällen 
lässt sich vermöge der Differentialgleichungen (3.) der Ausdruck 


254 a 

| 0% = ox, er en) 
in einen vollständigen Differentialquotienten nach. x transformiren, eine Trans- 
formation, welche freilich häufig noch grosse analytische Kunstgriffe erfordert. 
Ist eine solche möglich, so erhält man ebenfalls M aus (5.) 

Hat man nun auf irgend eine Weise einen Werth M, des Multiplicators 
M gefunden, so besteht der Nutzen, der sich hieraus für die Integration des 
Systems (3.) ziehen lässt, darin, dass man vermittelst M, den integrirenden 
Factor derjenigen Differentialgleichung angeben kann, welche nach Auffindung 
von n—1 Integralen zu integriren übrig bleibt. Zur der ersten Gleichung (4.) 
hat man 

en ke 

wo ® eine Function der n Lösungen der partiellen Differentialgleichung (2.) 
oder, wie bewiesen worden, eine Function der »n Integrale des Systems (3.) ist. 


Re 
R 
: 
; 
4 
F 
\ 
n 
h 
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Nehmen wir nun an, man kenne n—1 dieser Integrale, nämlich f, fa - -- fu 
so dass nur.noch f, zu finden übrig bleibt, so führen wir statt n—1 der unab- 
hängigen Variablen, nämlich statt 2,, 2, ... x,, die Grössen f, fs -.- /, ein 
und drücken Alles durch x, &, f, f, --. /„ aus. Untersuchen wir, welche 
Veränderung dadurch in der Determinante 

Aare 

‚oa, 0m, Of 

hervorgebracht wird. Schreiben wir dieselbe als lineare Function der partiellen 
Differentialquotienten von fi: 


en öf, 
er ow, he om, Br OR Ba; 
so bestehen nach der Fundamentaleigenschaft der Determinanten die Gleichungen 
Br of, A, 
er ie 
_ of, Of; 
a; O2, ie OM, res; On Ba, 
Ir oX, PER O2, en Od De 
Denken wir uns nun %, f, ... f für 23, 2%, ... 2, eingeführt, so dass fı unter 


der Form 

h = Dla,a, fo ls---F,) 
dargestellt wird, und schliessen wir die unter dieser Hypothese gebildeten 
Differentialquotienten von /, in Klammern ein, so ist 


2 


Be 2), )A 
Be ( af, ) 82, + af, ) dx, ++ af, ) 32,’ 
eh 2.) lH) r..() 2 
re | Of) an of, ) EA | EP 
und hierdurch wird mit Berücksichtigung der früheren Gleichungen 
Re 
A= (52)-8, 


wo 
ö 
ES IA RL 


: oa, 0m, O0, 
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Substituirt man diesen Werth von A in die Gleichung 
M,X = 4o, 
so ergiebt sich: 


(6) MX— ( Eh )-B.o. 


Da nun /; das zu suchende Integral der noch übrig bleibenden Differential- 


sleichung 
e Kir, —X, de — 0 


ist, in welcher aus X und X, vermittelst der bekannten n—1 Integrale die 
Variablen &;, &, ... x, eliminirt sind, so muss durch den zu bestimmenden 
integrirenden Factor diese Differentialgleichung in 

df, = 


aan l3)a=0 


übergehen; folglich ist der gesuchte integrirende Factor 


oder 


1) 
AX\08, 
oder nach (6.) : 
M, 
Ba’ 
d.h. man hat identisch 
M, BR Sn) en 3x 
B,® (Xda, —X,de) B— ( d, da, + RR dx = df,;, 
oder 
(Kia, —X,da) = mdf,. 
Hierin ist ® eine willkürliche Function von fi, fa; --- /»- Inzwischen werden, 
mit Hülfe der gefundenen n—1 Integrale, f, f, --. /„ Constanten gleich, also 


wird ® eine blosse Function von fi und ®df, ebensowohl ein vollständiges 


— 


Differential als d/, selbst. Man kann daher ® im Divisor fortlassen und erhält 
M, 
B 


1 


als Multiplicator der Differentialgleichung 
; Xde — X, de—=0. 
Somit gelangen wir zu folgendem Satze: 
Es sei das System von Differentialgleichungen 
din: da, :da,:. ER: A: Ad 
vorgelegt, man kenne n—1 Integrale desselben, 


= % = %ı a A 


— 13 — 


man kenne Jer ner eine Lösung M der Differentialgleichung 
dgeM 0X o©X OX, 
e = ' ee en 
ıst vermöge jener n—1 Integrale das vorgelegte System auf die Diferentalgleichung 
erster Ordnung zwischen zwei Variablen 
Xdao —X, de — 0 
zurückgeführt, so ıst der integrirende Factor derselben 


== 0; 


M 
Re} Ofn 
—+ 2 Be 
4 O2, 0a, O&, 


Dies ist derselbe Satz, der in der zwölften Vorlesung aufgestellt wurde. Dort 
fanden wir für den Multiplicator den Ausdruck 


O0, :08 0% 
nu Pentue Alain 2 nn 
HAT oa, 0a, an ’ 
Bed hen, bei, +. =, so hat man, nach einem p. 101 No. 2 an- 
geführten Satz über Funetionaldeterminanten, 
00,08 OR. 1 
Da 2% a - 
da, 00, EEE s+ Of On: 0fe 


=2:00, 00, da 
so dass beide Multiplicatoren identisch sind. 

Der Name des zum System der Differentialgleichungen (3.) gehörenden 
Multiplicators, den wir der durch die Gleichung (1.) oder (5.) definirten Grösse M 
beilegen, empfiehlt sich deswegen, weil dieselbe für den Fall zweier Variablen, & 
und «,, mit dem Eulerschen Multiplicator oder integrirenden Factor zusammenfällt. 

Wir haben bisher gezeigt, dass, wenn durch n—1 Integrale das System 
auf eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen zurückgeführt worden ist, 
der Multiplicator dieser Differentialgleichung aus dem Multiplicator des Systems 
hergeleitet werden kann. Aber dies ist nur ein specieller Fall eines allgemeineren 
Satzes; kennt man nämlich nicht n—1 Integrale, sondern eine kleinere Anzahl, 
etwa n—k, so dass man das gegebene System zwischen n—+1 Variablen auf 
ein System zwischen 4-1 Variablen zurückführen kann, so lässt sich, wie wir 
sogleich sehen werden, aus dem Multiplicator des gegebenen Systems der Multi- 
plicator des zurückgeführten Systems bestimmen. Diese Verallgemeinerung wird 
uns zugleich in den Stand setzen, eine den Multiplicator betreffende, bis jetzt 
unberührt gebliebene Frage zu erörtern. Wir haben nämlich bisher vorausge- 
setzt, dass bei jeder Integration des vorgelegten Systems von Differentialgleichungen 
eine neue willkürliche Constante hinzukomme. Es ist aber nothwendig, die 
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Frage zu beantworten, ob und in welcher Weise die Methode des letzten Multi- 
plicators sich auch auf den Fall ausdehnen lässt, wo die willkürlichen Constanten 
besondere Werthe annehmen, und wo man daher schliesslich nicht mehr zur 
vollständigen Integration des vorgelegten Systems von Differentialgleichungen 
gelangt. Um zu zeigen, wie man aus dem Multiplicator eines gegebenen Systems 
den Multiplicator des reducirten irgend einer Ordnung finden kann, verfahren 
wir stufenweise. Wir nehmen zunächst eine Integralgleichung ,=e«, als ge- 
geben an, wodurch sich die Ordnung des Systems um eine Einheit erniedrigen 
lässt, und suchen den Multiplieator des so reducirten Systems auf. 
Für das gegebene System 

(3.) da: da, 0 Ar En 
wird der Multiplieator M durch die Differentialgleichung (1.) oder (5.) definirt. 
Nehmen wir aber alle Integrale des Systems als bekannt an, so ist nicht mehr 
die Lösung einer Differentialgleichung nöthig, sondern wir können M unmittelbar 
finden und zwar aus jeder der Gleichungen | 


MX—u4, MX —=uA, ... ML, —=o4, 
| öf, 9. Of, of, On Mn 
en —+ 1 2 ... ml — ” — 1 2 Fre 
a Om, 0m, Om” le O2, 0%, EEE TR or ne 
und @ eine Function von fi, fa --. ist. Betrachten wir die erste dieser 


Gleichungen, also 
au RR 
PA ie 


Gesetzt, das Integral ,—=«, sei gefunden, und es komme x, in demselben vor, 
so lässt sich «, durch /, und die übrigen Variablen x darstellen; wird dieser 
Ausdruck von &, in fi> fas -- - /a-ı Substituirt, so sind diese Grössen Functionen 
Von &, %y + %, und /,. Schliesst man die unter dieser Hypothese ge- 
bildeten Differentialquotienten in Klammern ein, so erhält man für die Elemente 
der Determinante A folgende Werthe: 


ee 


A 
FE , 2 u: a 2: FE 
) () a Ge 
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Wie p. 95 gezeigt ist, kann man hier diejenigen Terme der ersten n—1 Vertical- 
reihen fortlassen, welche den Elementen der letzten Verticalreihe proportional 
sind; dabei verschwinden die ersten n—1 Elemente der letzten Horizontalreihe, 


Ö ; i 
so dass en Factor der Determinante wird, und man erhält daher 


M=oful-hou A | 2 ): < | ] 


O1 
oder, da ,—e, ist, 


(7.) MX=af,fn. A %) es sn I Er ): 2 Ge) 


O1 


Nun habe man vermöge des Integrals /„—=«, aus dem gegebenen System (3.) 
x, und dx, eliminirt und sei dadurch zu dem reducirten System - 
(8.) da RT Are 


- gelangt. Ist « der Multiplicator dieses Systems, so hat man zu seiner Be- 


stimmung die Gleichung 


REORE of, of. 2 o n—1 

ua==f. (5 (SE ) en ( j, 

wo F eine willkürliche Function von fi, fs --- /n.ı Ist. Ein Werth von « 
entspricht der Annahme F=@(f, fa, --- fa-ı, &n), derselbe wird durch die Gleichung 


ee) 


ORn—ı 


bestimmt. Aus dieser letzteren und aus (7.) ergiebt sich durch Division 


M 9, 
w Om 
oder 
Bun; 
Fe 
O&n 


Dieser Ausdruck also ist der Multiplicator des Systems (8.). 
Auf dieselbe Weise kann man weiter gehen; kennt man ein Integral 
=, des Systems (8.) und reducirt dadurch dasselbe auf folgendes: 
de; da: 2... dan a Kr Kr de, 
wo &,_, eliminirt ist, so ist der Multiplicator dieses Systems 
M 
Of, = ) 


Of Oo 


w* 
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Eliminirt man durch ein neues Integral /,_>=«,_, die Variable &,_,, so erhält 
man als Multiplicator des so entstehenden Systems den Ausdruck 


M 
of, (> Je Ofn—e ) 
0X, \ On On 
wo die Klammern bedeuten, dass /,_, durch /, und ©, 2, ... %,,, und dass 
f,_, durch f,, fi, und &, %, ... %,, auszudrücken ist. Indem man so fort- 
fährt, kommt man zuletzt auf die Differentialgleichung 
da:da, =X:X, 


oder 
Xda, — X,da = 0, 


und ihr Multiplicator ist 
M 
ae Mei 
Om, Omi Om 


wo die Differentiationen so zu verstehen sind, dass die Functionen f,, ai, --- 


in der Form 
T; = p,& Dylgylayor ll, 099019 2.) 
hi > Pr 913% %aı 9,99 Bash 


ei A a2 DD My Ugyors D29 dh 


h = 9% ER eh a) 
dargestellt angenommen werden. Bei dieser stufenweisen Reduction wird die 
jedesmal hinzukommende Integralgleichung dazu benutzt, um eine Variable zu 
eliminiren. Das erste Integral ,—=«, z. B. wird dazu benutzt, um x, durch 
_, und «, auszudrücken und den erhaltenen Werth m. A... 


n—1 


a 
zu substituiren. Hierbei haben wir zwar bisher «, als eine willkürliche Con- 
stante angesehen; indessen ist leicht einzusehen, dass in dem Raisonnement 
nichts geändert wird, wenn man für «, einen bestimmten Werth a, setzt. Nur 
wird in diesem Fall das reducirte System nicht mehr sleichbedeutend mit dem 
gegebenen, sondern entspricht nur dem besonderen Fall, wo in der Integral- 
sleichung ,=e«, die willkürliche Constante &@, den besonderen Werth a, hat. 
Obgleich man also im Verlauf der Integration der willkürlichen Constante «, 
einen besonderen Werth geben und dadurch ein besonderes Integral des ge- 
gebenen Systems in die Rechnung einführen darf, so muss man doch das voll- 
ständige Integral ,—=e«, kennen, weil zur Bestimmung des Multiplicators w 
) 
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aus M die Kenntniss von /, nothwendig ist. Es genügt also nicht, ein par- 
tieulares Integral ©, — Pf, %,,...2,_,) ohne willkürliche Constante zu kennen, 
sondern man. muss wissen, wie dies particulare aus dem vollständigen Integral 
f„= «@, hervorgegangen ist, und welchen Werth man der willkürlichen Constante 
gegeben hat. Hierin liegt eine Ausdehnung des Princips des. letzten Multi- 
plicators, welche man folgendermassen aussprechen kann: 
Es sei das System von Differentialgleichungen 
da:da.....dan = X: X :..: X, 
gegeben; ein Integral desselben mit einer willkürlichen Constante sei bekannt und 
auf die Form ,—= a,„— Üonst. gebracht. Man lege der Constante irgend einen 
partieularen Werth a, bei, löse f,„—a, nach x, auf und setze: seinen hieraus 
hervorgehenden Werth in X, X, ... X, ein. EHherauf erhält man das erste 
reducirte System von Drfferentialgleichungen 
ee Re 

welches aber nıcht mehr die Allgemeinheit des vorgelegten Systems hat, sondern 
nur den Fall @«,=a, repräsentirt. Von dem ersten reducirten System von Diffe- 
rentialgleichungen sei wiederum ein Integral mit einer willkürlichen Constante be- 
kannt und auf die Form f, = «1 Const. gebracht, wo f,_, eine Function 


VON &, us oe. Rucı Ist. Man lege der Constante @,_, den besonderen Werth a,_, 
bei, löse u ı—=a,_, nach x,_, auf und setze seinen hieraus hervorgehenden Werth 
ın die Grössen X, X,, :.. X, ein, so dass sich das zweite reducirte System 


von Differentialgleichungen 
Ges da, 5... 2 dass = EX 1. 
ergiebt, und fahre auf diese Weise fort, bis man auf die Differentialgleichung 
| de:da, =X;K, 
kommt: dann ıst auch jetzt der Multiplieator der letzten Differentialgleichung 


M 
EEE? 
oa, Om en 


Hier sind aber f,, faız --- / nicht mehr n—1 Integrale des vorgelegten 


2 


Systems, sondern nur /„—=e, ist ein solches; /, = «,_, ist ein Integral des 
ersten redueirten Systems, welches den besonderen Fall «,—=a, des gegebenen 
darstellt; ,»—=«@,_, ist ein Integral des zweiten reducirten Systems, welches den 
besonderen Fall @«, ,=a,_, des ersten reducirten Systems darstellt u. s. w. 
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Hiermit ist der Umfang erschöpft, den wir dem Princip des letzten 
Multiplicators zu geben vermögen; wir gehen jetzt zu den Anwendungen des- 
selben über. 


Fünfzehnte Vorlesung. 


Der Multiplicator für Systeme von Differentialgleichungen mit höheren Differential- 
quotienten. Anwendung auf ein freies System materieller Punkte. 


Alle unsere bisherigen Betrachtungen betrafen Systeme von Differential- 
gleichungen, in welchen nur Differentialquotienten erster Ordnung vorkommen. 
Systeme dieser Art kann man als einen besonderen Fall derjenigen ansehen, 
in welchen die Differentialqguotienten auf beliebige Ordnung steigen. Aber 
auch umgekehrt kann man durch Vermehrung der Anzahl der Variablen ein 
System mit höheren Differentialquotienten auf die Form eines nur Differential- 
quotienten erster Ordnung enthaltenden Systems zurückführen, so dass jenes 
ein besonderer Fall von diesem wird. Mit dieser Zurückführung eines be- 
liebigen Systems auf ein anderes, in welchem nur Differentialquotienten erster 
Ordnung vorkommen, wollen wir uns zunächst beschäftigen. Man habe ein 
System von ? Differentialgleichungen zwischen +1 Variablen t, x, 9, 2, ..., 
wovon ? als die unabhängige, x, y, 2, ... als die abhängigen Variablen an- 
gesehen werden. Die höchsten Differentialquotienten, welche in diesen Diffe- 
rentialgleichungen vorkommen, seien der m“ von &, der n“ von %, der p“ von 
z, etc. Nehmen wir ferner an, dass man nach diesen höchsten Differential- 
quotienten auflösen könne, so dass die Differentialgleichungen folgende Form 
bekommen: 

A) 2 u day B d’z 
di 


di” NR N 

wo die höchsten Differentialquotienten, die in A, B, C.... vorkommen, der 
(m— 1)" von z, der (a—1)* von y, der (p—1)* von z, etc. seien, so ist dies die 
canonische Form der Differentialgleichungen, in Beziehung auf welche alle 
Untersuchungen anzustellen sind. Auf diese canonische Form (1.) wird sich 
nicht immer unmittelbar jedes gegebene System zurückführen lassen; dies wird 


z. B. nicht angehen, wenn in der einen der gegebenen Gleichungen die höchsten 
d"a: dyir da 


Differentialquotienten —-, —-, Fi 
di" di de 


. nicht vorkommen. Alsdann muss 


ba ai ee 
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man zur Elimination die Differentiation hinzufügen. Gesetzt z. B. in der 
in Rede stehenden Gleichung wären die höchsten Differentialquotienten 
Ta) a BZ 


——, ; ; und es wäre u <r<n<..., so differentire 
di" Tel di?” zu Bas a ER ee 


m 


man w.mal nach ? und benutze die so erhaltene Gleichung, um aus den 


di" 
übrigen Gleichungen zu eliminiren. Findet sich unter den aus dieser Elimination 
hervorgehenden Gleichungen wiederum eine, in welcher keiner der höchsten 
Differentialquotienten von Y, 2... vorkommt, so hat man diese von Neuem 
zu differentiiren u. s. w. Genügt auch diese Betrachtung um zu zeigen, dass 
die Zurückführung auf die canonische Form in jedem Fall möglich ist, so giebt 
es doch vorläufig keine allgemeine Methode dieser Zurückführung. Eine solche 
aufzustellen würde eine sehr schöne Aufgabe sein”); sie kommt damit überein, 
die Anzahl der willkürlichen Constanten zu bestimmen, welche in den Integralen 
eines gegebenen Systems von Differentialgleichungen enthalten sind, diese Anzahl 
ergiebt sich unmittelbar aus der canonischen Form, sie ist nämlich mn + p+ +" 
Die Aufgabe, den Grad der Eliminationsgleichung aus einem gegebenen System 
algebraischer Gleichungen zu bestimmen, hat daher mit der in Rede stehenden 
einige Aehnlichkeit. 

Ein besonderer Fall der canonischen Form ist der, in welchem man 
alle Variablen, y, 2, ... bis auf zwei, ? und &, eliminirt und nach den Diffe- 
rentialquotienten von x nach ? ordnet. Diese Elimination ist aber für unsere 
Betrachtung nicht nöthig; wir brauchen nur, wie gesagt, die Differential- 
gleichungen auf die Form (1.) reducirt anzunehmen, wo die höchsten Differential- 
quotienten in A, B,C,... der (m—1)* von, der (n—1)* von y, der (p— 1)" 
von 2... sind. | 

Dies vorausgesetzt wollen wir m+n-++p-+--—ı neue Variable ein- 
führen, nämlich: 


*) Jacobi selbst hat diese Aufgabe gelöst; Andeutungen darübeı finden sich in seiner Abhandlung 
über den Multiplicator (Crelles Journal. Bd. XXIX, p. 369), wo auf eine weiter zu erwartende Abhandlung hin- 
gewiesen ist, welche diesem Gegenstande gewidmet sein sollte. Von den beiden im Nachlasse vorgefundenen 
Aufsätzen über das vorliegende Problem war der eine, welcher eine sehr vollständige Auseinandersetzung der 
Resultate erhält (de aequationum differentialium systemate non normali ad formam normalem revocando) der 
ersten Ausgabe dieser Vorlesungen beigefügt worden; der andere, die Beweise enthaltend, findet sich im 
64. Bande des mathematischen Journals abgedruckt (de investigando ordine systematis aequationum differen- 
tialium vulgarium eujuscunque). Beide Abhandlungen erhalten jetzt im fünften Bande der gesammelten Werke 
‚Jacobis ihren Platz. Anm. d. Herausgebers. 


2 d' dam?) 


dx 
Io —_ == mr) Es en re 
re ER ET 
dy dy' dyr—d 
RE SR 2 (n—1) En e x 
(2.) BO TI Be ER 
dz x dz' dz(e—2) 
Mann En Ba (1) — ; 
PTR = a 


dann kann man alle diese Gleichungen mit den Gleichungen (1.) zusammen als 
folgendes System darstellen: 


dt:da: da! :... dam Li: 
dyzdy' 2... dye—N eg B 

(3.) Fr 
:.dz:de' :... dee LE C 


Wendet man auf dieses System die allgemeine Theorie an, so erhält man als 
Differentialgleichung für den Multiplieator 
dlgeM oA oB oc 
(4.) A: dt r Oam=i) Br Te) Hr 82-1) ee: 
Man kann daher M in allen Fällen angeben, in welchen die Summe 


oA oB 00 
7 ar: Cu) Ban: 7’ RER 


ein vollständiger Differentialquotient ist. Wenn z.B. 


34 B EIO = 
GT a re I 
m+1 n—1 
ist, was namentlich immer der Fall ist, wenn A kein Ee, B kein = 
t t 


—1 
dP”z 


p—1 


Ü kein 


enthält u. s. w., so hat man 
M = Const. 


und kann daher nach unserer Theorie, wenn man die Differentialgleichungen (1.) 
auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variablen zurück- 
geführt hat, den integrirenden Factor derselben angeben. 

Diese Betrachtung würde von keinem sehr grossen Interesse sein, wenn 
nicht solche Fälle in der Praxis vorkämen. Dies findet aber statt. Sobald 
nämlich die Bewegung eines freien Systems materieller Punkte bloss von ihrer 
Configuration abhängt, so dass der Widerstand des Mediums nicht im Betracht 
kommt, so sind die Differentialgleichungen der Bewegung 


d’x, d’y, d’2. 
D. a ee a RENT LEEN /; 
De a 


i? 


ee ee 
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wo X, F;, Z, keine ersten Differentialquotienten enthalten; daher hat man 

oX, BR DE 

oX ae oy! 0, ö2! 0, 
also 

digM 
ar, 
M == Const., 


und das Princip des letzten Multiplicators ist anwendbar. Es findet aber sogar, 
wie wir später nachweisen werden, noch für ein durch irgend welche Verbin- 
dungen beschränktes System seine Anwendung. 

Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wo in der canonischen 
Form der Differentialgleichungen, 


d”x d’y dPz 
6. ———A ——- =B =.6, 
2 di” di” 7, 
die Grössen A, B, ©, ... kein ? enthalten. In diesem Fall kann man f ganz 


eliminiren, und zwar einfach dadurch, dass man in der unter (3.) gegebenen 
Form der Differentialgleichungen auf der linken Seite di, auf der rechten das 
ihm entsprechende Glied 1 fortlässt. Man erhält auf diese Weise ein System, 
dessen Ordnung um eine Einheit niedriger, nämlich gleich m+n+p-+ + —1 
ist. Hat man dies System integrirt, mithin alle Variablen, also auch «', durch 
eine, z. B. x, ausgedrückt, so ergiebt sich Z, wie schon früher erwähnt, aus der 
Differentialgleichung 


da — a'dt = 0. 
Also hat man 
N 
& 
- (+0 
& 


Man findet daher ? durch blosse Quadratur. 
Hat man nun einen Multiplicator M, der von t frei ist (hierher gehört 


. oA oB .oC 
namentlich der Fall, wo eyes: ae 4a + =, also M = Const. 
ist), so giebt dieser Werth von M den letzten Multiplicator des Systems 
(m-+n-+p-+ +" — 1)” Ordnung, aus welchem ? eliminirt ist; man kann also die 


beiden letzten Integrationen ausführen. Besitzt man dagegen nur einen Werth von 

M, der t enthält, so kann man hieraus keinen Nutzen für die (m-Hn+p-+ + — 1)" 

Integration ziehen, sondern nur für die (m-+n-+p+-)*, welche den Werth 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 16 
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von £ liefert und bereits auf eine Quadratur zurückgeführt ist; und zwar besteht 
dieser Nutzen darin, dass man auch die Quadratur ersparen und t durch Auf- 
lösung einer Gleichung bestimmen kann. In der That, nach der ersten der 
Gleichungen (4.) der vorigen Vorlesung hatten wir für den Multiplieator M des 
daselbst mit (3.) bezeichneten und zwischen den Variablen x, &,, ... x, statt- 
findenden Systems n'* Ordnung die Formel 


öf, Sf. of, 

— SL I. 

(7) UX— WIE 

wo i=@, h=%, ... „=, die Integrale jenes Systems darstellen und ® 


. eine Function von fi, fa --- fa, d. h. da diese Grössen durch die Integrale 
des Systems zu Constanten werden, eine Constante bedeutet. Dies wollen wir 
auf das System (6.) anwenden. Sind 


f uw f: Fahrer E mtn+p+—1 > mp1 


die Integrale des nach Elimination von £ aus (6.) erhaltenen redueirten Systems, 


und ist 
da 
5 N Fa Const. 
das letzte, den Werth von ? liefernde Integral von (6.), so ergiebt sich aus 
Formal anden sn de N ee er N en 
die Stelle von &, &,, ... @, und demgemäss 1 an die Stelle von X gesetzt wird, 


für den Multiplicator M des Systems (6.) die Formel 


oast IT. I I... Imı Hm, Amin Mara ,,, Hmm ,,,, 
ag de Bat A Ay ya) 2 820-1) 


. da . . i 
Aber es ist f=t— f 7 0 x eine gegebene Function von & ist, daher 


cal öf 


De ; BER Br etc., 


mithin 

+ Oh Ih ,,, Ami .,,. 

= OO O2) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist zugleich ein Multiplicator des von ? 
freien Systems (m+n+p-+ + — 1)" Ordnung; denn für den Multiplicator dieses 
Systems, welcher mit w bezeichnet werde, ergiebt die Anwendung von (7.) 


M = —Const. in 2 
% 


die Formel 


a un, 
ge or Orr) ; 


ux' —= Const. 3 
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wo 4, wie sich von selbst versteht, ein von £ freier Ausdruck ist. Wir 


haben also 
M = Const. u, 


und da M der Annahme nach ? enthält, so ergiebt sich £ durch Auflösung 
dieser Gleichung. Inzwischen wissen wir vermöge der uns bereits bekannten 
Bestimmung von f 


Ben nn —+- Const., 


. » u 


dass die Constante mit ? addıtiv verbunden sein muss; damit diese Verbindung 
von £ mit der Constante auch aus der obigen Gleichung für M hervorgehe, 
muss M von der Form 

et N 
sein, wo N frei von t ist. Alsdann erhält man durch die Logarithmen 


; mt — 18-7 1gConst. 
Wenn A, B, C, .... die Variable t nicht enthalten, so giebt also M, wenn es 
{ ebenfalls nicht enthält, die vorletzte Integration. Enthält dagegen M die 
Variable t, so kann man durch die Kenntniss, von M die Quadratur ersparen, 
welche sonst zur Bestimmung von £ nothwendig wäre. | 
Zu dem ersten Fall gehören die für die Bewegung eines Systems von n 
materiellen Punkten geltenden Differentialgleichungen (5.), da der uns bekannte 
Werth M=Const. des Multiplicators derselben von £ frei ist. Die Differential- 
gleichungen (5.) bilden ein System der 6n“" Ordnung, welches nach unserer 
Methode durch die 6n—+-1 Variablen ®, &;, Y, Y;, &, & und £ dargestellt wird. 
Kennt man 6r—2 =» die Variable ? nicht enthaltende Integrale 


Re RR Er 
dieses Systems, kann man also alle abhängigen Variablen durch zwei, etwa «, 
und 9,, ausdrücken, zwischen welchen die noch zu integrirende Differential- 
eleichung erster Ordnung 
a dy—yıda, = 0 

stattfindet, so lässt sich der integrirende Factor R dieser letzteren angeben. 
Bezeichnet man die nach Ausschluss von x, und y, von den 6n Variablen 
%; %, Yo Y; 2, 2 übrig bleibenden 6n—2=» mit 9,, Pa - -- 9, 80 ist 

R=Y-+ MP Ds ... Pr 

da, 0@, da, ’ 
16* 
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wo vorausgesetzt ist, dass man für die Variablen 9,, Ps, --- ?, Ihre aus den 
Integrlen = a, = a, ...%,>=e, Sich ergebenden Werthe substituirt 
habe. Sind die gegebenen » Integralgleichungen weder nach den Variablen 
Pıs Pas --- P,, noch nach den willkürlichen Constanten &,, &, ... @, aufge- 
löst, und werden sie mit 
30 ,=( ... u, —=0 

bezeichnet, so ergiebt sich nach den im der dreizehnten Vorlesung ausge- 
sprochenen Sätzen über Functionaldeterminanten für den integrirenden Factor 


R der Bruch 

00, 0m, Om, 

da, 0a, Od, 

0, 0m, 0m, 

Op PM Pr 

Unter der oben gemachten Annahme, dass die Integralgleichungen nach den 
willkürlichen Constanten aufgelöst seien, hat man &,—= f;—e, zu setzen; dann 


reducirt sich der Zähler des Bruches auf 1, und der integrirende Factor wird 
F 
s+_ Ih, % 
Be, 
Ein umfassenderer Fall, in welchem die den Zähler des obigen Bruches bildende 
Determinante sich bedeutend vereinfacht, ist der, wenn @®, nur «, enthält, 


R= 


@, nur @, und & u.s. w. und allgemein ®, nur &, &%, ... @; dann redueirt 
’ ; i ou 00® fein) 3 
sich die Determinante $==———-——-..-——- auf den einen Term 
oa, 00, da, 
00, 0m, 0m, 


Du: On 
Diese Form der Integralgleichungen kann natürlich durch successive Elimination 
immer erzielt werden. Der analoge Fall für den Nenner von R ist der, wenn 


@, von allen Variablefi 9,, P3, -.. p, nur die eine », enthält, @, nur p, und 
pP: u. 8. w., ®, nur Pı, Pas --- P;. Alsdann reducirt sich die Determinante 
om, 0m, 0m, 


ae auf den einen Term 
Op, Op, Opr 


oo, 0m, om, 

Op Op 
Wenn wir nicht » vollständige Integrale kennen, sondern nur » be- 
sondere, d. h. solche, in welchen den Constanten «&, ... «@, besondere Werthe 


gegeben sind, so können wir die Determinante im Nenner von R wohl bilden, 
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die im Zähler von A aber nicht, denn hierzu wäre es nöthig zu wissen, unter 
welcher Form die Constanten in die Integrale eintreten. Steht es aber fest, 
dass, ehe den willkürlichen Constanten besondere Werthe beigelegt wurden, 


— 


in @, nur «,, in @, nur @, und @&, u. s. w., in ®, nur &, &%, ... @, vorkommen, 
so braucht uns ausserdem nur noch die Form bekannt zu sein, in welcher «, 
n®, m ®%.., m@,..., e, in ®, enthalten waren, um die Deter- 
minante im Zähler von A bilden zu können. Wir brauchen dagegen nicht zu 
wissen, wie ®, von &, ®; Von &, @& ..., ®,; Von &, &, ... &_, abhängt, 
denn, wie wir gesehen haben, redueirt sich die ganze Determinante auf den 
on, dm, 0m, 
da, 00, oa, 

wöhnlichen Differentialgleichung höherer Ordnung ein, wenn vorausgesetzt wird, 


einen Term 


Dieser Fall tritt bei der Integration einer ge- 


dass man jede Integration vollständig ausführen kann, aber dann, um weiter zu 
integriren, der willkürlichen Constante einen besonderen Werth geben muss. 


Sechzehnte Vorlesung. 


‚Beispiele für die Aufsuchung des Multiplicators. Anziehung eines Punkts nach einem 
festen Centrum im widerstehenden Mittel und im leeren Raum. 


Wir wollen, um die Anwendbarkeit der Theorie des Multiplieators zu 
zeigen, zunächst einen Fall betrachten, in welchem, abweichend von allen 
übrigen Beispielen, auf welche sich diese Untersuchungen beziehen, X;, Y;, Z; 
nicht bloss Functionen der Coordinaten sind, sondern auch die Geschwindig- 
keiten enthalten, wo also M nicht eine Constante wird. Dieser Fall ist der 
eines Planeten, welcher sich in einem widerstehenden Mittel um die Sonne be- 
wegt. Ohne Berücksichtigung des Widerstandes sind bekanntlich die Gleichungen 


für die Bewegung eines Planeten folgende: 


u A ei ee 
dt? er va Pa; r’ 
wo :x, y, 2 die heliocentrischen Coordinaten des Planeten sind, r seine Ent- 
fernung von der Sonne und 4? die Anziehung, welche die Sonne in der Ein- 


‚heit der Entfernung ausübt. Ist v = Ya”+y”-+z” die Geschwindigkeit des 


Planeten in der Richtung der Tangente seiner Trajectorie und Y der Widerstand 
in derselben Richtung, so sind die Componenten des Widerstandes nach den Axen 


der x, y und z respective 


Diese Grössen sind auf der rechten Seite der Differentialgleichungen mit dem- 
selben Zeichen hinzuzufügen, welches die von der Attraction herrührenden Terme 
haben. Die Bewegungsgleichungen werden also: 


u 
dt? y? ee. 
ya IV 
dt? r* FR 
a ea 
dt? r? © 
Nehmen wir den Widerstand proportional der n“" Potenz der Geschwindigkeit, 
Fe p, 


an, wo f eine Constante ist, so hat man demnach die Differentialgleichungen 


2 

Er no 4, 
d’ 

(1.) no ER fu == N, 
2 

n = Pr — fu ER 


Die Vergleichung dieses Systems mit der allgemeinen Form (1.) und (3.) der 
vorigen Vorlesung ergiebtt m—=n—=p=2; also erhält man nach Formel (4.) der 
nämlichen Vorlesung für den Multiplicator M des Systems (1.) 


dgM | 04 oB °C 
Bag: oy' Be” 


oder, wenn man für A, B, Ü ihre Werthe setzt, 


dleM [4 Iwr'y') a 
gl RP‘ 


Ov Ov Ov 
= la Du(e tr a +2' Ep )} 


Aber es ıst 
DR ae ee { 
oa RR ER 

- also 


ov &% v a’ +y’+2? 
2 ' en AA 
Bra ay' ag v Tut 


AL 


Fk mt an Fan Haan EZ a 


na ze a 


und somit 
® ne 
Für n=—2 hätte man demnach M=Const. Dieser Fall kann aber in der 


Natur nicht vorkommen, denn sonst müsste der Widerstand desto geringer sein, 


je schneller der Planet sich bewegte. Wir wollen also untersuchen, ob, auch 
ohne diese Annahme für n, v””' sich in einen vollständigen Differentialquotienten 
verwandeln.lässt. Der Satz der lebendigen Kraft und die Flächensätze gelten 
für dieses Problem nicht mehr; untersuchen wir indess, welche Form die ihnen 
entsprechenden Gleichungen hier annehmen. Um die dem Satz der lebendigen 
Kraft analoge Gleichung zu erhalten, muss man die drei Gleichungen (1.) re- 
spective mit «, y', 2’ multiplieiren und addiren; dann ergiebt sich 


d’x d? d’z k? 
ZA ze +y! er er Ei — (a Hy’) — fra +y+2”), 
Nun ist 
a’ y?-2” ER v, a’ +y’+2? u v2, 
‚dx Bu ap dv Ge RR. 
a Ber. FT ei et > 
also | 
mi k? dr air 
i di Er wer : 
oder 
1 
d(v? (+) 
| E - Perg Be 
und 
fer ep. 


Dies ist zwar auch ein merkwürdiges Resultat; aber wir brauchen nicht 
f v"*!dt, sondern F vidt. 


Um die den Flächensätzen entsprechenden Gleichungen zu erhalten, 
2 


d’z d’y d’x d’z 


haben wir aus den Gleichungen (1.) die Grössen Yan Ian 27 Ir 
7 _yFE zu bilden; d iebt. sich 
9?" Bier Baar 7: Bu zu en; dann ergle SIC 
d’z d’ ; Be 
y5 = fee), 
d’x Be. nt, ; 
2 = —fo u 
d’y d’a 


IR); 
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und durch Integration 
(3.) Sf. vridt = Ig(ye'—2y')—Iga = Ig(au'—ae') —1gP — Iglay'—ya')—IgY, 
wo lg«, 18ß, lgy die willkürlichen Constanten der Integration sind. Man erhält 
also hieraus erstens das gesuchte Integral f v"!dt und zweitens zwei Integral- 


gleichungen, nämlich 


4 ya—ıy _ u—a. _ ay'—ya' 3 
(4.) m ß ER Yy ’ 


welche aussagen, dass die Grössen yg’—zy', zu — az’, zy'—yx in constantem 


Verhältniss stehen, ein Ergebniss, welches sich hätte voraussehen lassen. Denn 
da der Planet in einem widerstehenden Mittel nicht aufhören kann sich in einer 
Ebene zu bewegen, so müssen die in Rede stehenden Grössen, welche mit dt 
multiplieirt die Projeetionen des von dem heliocentrischen Radiusvector be- 
schriebenen Flächenelements darstellen, sich nach einem bekannten Satz wie die 
Cosinus der Winkel verhalten, welche die Normale der Planetenbahn mit den 
drei Coordinatenaxen bildet. 
Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgern wir 


le M = (n+2)f. |rdt = —(n-+H2)lg (Zr), 


also 


M= (ay' — yayt? ? 
oder, mit Fortlassung der Constante y”**, 


1 
| 7 
Wir können somit in der That das Prineip des letzten Multiplicators auf diese 
Aufgabe anwenden. Das vorgelegte System (1.) ist sechster Ordnung, und 
führt nach Elimination von ? auf ein redueirtes System fünfter Ordnung. In- 
‘dessen können wir, da die Bewegung in einer Ebene vor sich geht, die eine 
Coordinatenebene, z. B. die der x, y, mit der Ebene der Bahn zusammenfallen 
lassen; dann ist z=0 zu setzen, die letzte Gleichung (1.) fällt fort, es bleibt 
ein System vierter Ordnung und, nach Elimination von f, ein reducirtes System 
dritter Ordnung übrig. Von diesem letzteren ist uns aber kein einziges Integral 
gegeben, denn von den drei Gleichungen, welche an die Stelle der Flächen- 
sätze treten, existirt jetzt nur eine, und diese ist keine Integralgleichung, sie 


Ina Ba ra a a En 


u a A ale Be a ln 2 u a Pe ad eine 
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liefert nur für f v”!dt den dritten in (3.) gegebenen Ausdruck. Hat man 


nun von dem in Rede stehenden System dritter Ordnung zwei Integrale mit 
den beiden willkürlichen Oonstanten &, «@; gefunden, so dass « und y' als 
Functionen von x und y dargestellt werden können, und bleibt demnach nur 
noch die Differentialgleichung erster Ordnung 

«dy— y'da — 0 


zu integriren übrig, so ist ihr Multiplicator 
ET oa Oy' 
da, de, oa, da, 
(ay'— ya’? \ 
Als zweites Beispiel der Anwendung des letzten Multiplicators wollen wir 


ein solches nehmen, bei welchem wir nicht den Multiplicator einer unbekannten 
Differentialgleichung erhalten, sondern alle Integrationen vollkommen durch- 
führen können, nämlich die Bewegung eines Planeten um die Sonne in einem 
nicht widerstehenden Mittel. Man überzeugt sich leicht, dass die Bewegung in 
einer Ebene vor sich gehen muss, und dass man daher nur ein System vierter oder, 
nach Elimination von f, dritter Ordnung erhält. Hiervon geben die Principe 
der lebendigen Kraft und der Flächen zwei Integrale und das Princip des letzten 
Multiplicators das dritte. Bei dieser Aufgabe müssen sich also, wie man a priori 
einsieht, die Integrationen vollständig ausführen lassen. Das zu integrirende 
System von Differentialgleichungen ist, wie wir schon oben gesehen haben, 


Fa a RER 
a DEE a Ve, eek 


wo %? die Anziehung der Sonne in der Einheit der Entfernung bedeutet. Die 
beiden Integrale, welche das Prineip der lebendigen Kraft und der Flächen 
liefern, seien 


fh = ®, = B; 


wo /, und /, Funetionen von x, y, « und y’ sind; dann findet man für die 


‚zwischen « und y übrig bleibende Differentialgleichung als letzten Multiplicator 


den Ausdruck 
u da Oy 0 ) Es M 
da O8 8 u a 9 af a8 
ow  oy' ay' oa 
wo M der Multiplicator des Systems (5.) ist. Aber da wir es hier mit einer 
ganz freien Bewegung zu thun haben, so ist nach der vorigen Vorlesung 
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M=Const.; man kann also M=1 setzen und erhält als letzten Multiplicator 


1 
6. 
Si TABL 
0a: Oy' oy' oa 
Denken wir uns mittelst der Gleichungen {—« und 5—=ß die Grössen «' und 
y' durch & und y ausgedrückt und in die Differentialgleichung 


(7.) ady— y'da — 0 


eingesetzt, so ist dies die Gleichung, deren Multiplieator der Ausdruck (6.) sein 
muss. Wir wollen dies durch Ausführung der Rechnung nachweisen. 

Indem wir die Gleichungen (5.) respective mit «' und y’ multiplieiren und 
dann addiren, erhalten wir den Satz der lebendigen Kraft, nämlich zunächst 


LE RL ER u N SE 
ee ar Ten 
und durch Integration | 
2 
(8) j@’+y) = ra. 


Das Prineip der Flächen erhält man, indem man aus der Gleichung 
d’y Be 
a er) de 
durch Integration 
9.) ay— ya = ß 
herleitet. Unsere beiden Integrale sind also 


2 


' ' k ' ' 
Pier a ee ak Fe 


Hieraus ergiebt sich: 


Bee 
ar 
of, KL RER 
oy' Y5 ay' %; 
also wird nach (6.) der Multiplicator von (7.) 
1 1 


an. Or erg 
oa  Oy' oy' oa 


d.h. der Ausdruck 


(10.) eek, ar Se 
2 + yy 


at. 


wird ein vollständiges Differential. Dies haben wir zu beweisen, indem wir 
x und y' aus den Gleichungen (8.) und (9.) bestimmen. Setzen wir zur Ab- 


kürzung 
2 


—ta ==.A, 
so haben wir zur Bestimmung von « und y' die Gleichungen 
| a’ +y’—=2, ay— ya — BP. 
Die zweite dieser Gleichungen ist schon linear in Beziehung auf «' und y', es 
kommt also nur darauf an, eine zweite ebenfalls lineare herzuleiten. Dies kann 
man am besten durch die bekannte identische Formel | 
(Hy a4 y2) = rt yy)’+ay— ya)“ 
Setzt man in derselben für «”’-+y"” und @y'—yx' ihre Werthe ein, so erhält man 
21? = (a Hy’, 
wa +yy' = VAr?— PP. 
Man hat also die Gleichungen 
| yy+aa'! = Var’ — PP, 
ay—ye = ß, 
und hieraus ergiebt sich | 
Ay = Bat y VRR, wa = AyHa VRR. 
Dividirt man beide Gleichungen durch 
rQyy'+aa') = r’VAr’— PP, 
so erhält man 
y Be a Be By ® 


a VB £ Bar 


at Yin 7 
und wenn man diese Werthe in (10.) einsetzt, 
Serie Ka Re. Blade + ydy) a ady—yda 
aa + yy' ?YV2Ar’— ß? r? 
Nun ist @de+ydy=rdr, ferner, wenn wir für 4 seinen Werth einsetzen, 
VY2ir’— BB? = VY2ar’+2k’r—B?—= YR, 


wo R eine blosse Function von r ist; also wird 


edy—y'da, _ ß Sale. ady— yda 
Be: VRR: «8 r? | 
Der erste Term auf der rechten Seite ist ein vollständiges Differential, denn 
‘er ist gleich dr multiplieirt in eine Function von r. Der zweite Term hät die 
Er" 


bereits in der fünften ‘Vorlesung p. 33 erwähnte Form eines Products von 
zdy—ydx .ın eine homogene Function —2'“ Ordnung von x und %, welches 


. . . . . q . . . . 
sich immer als Product einer Funetion des Quotienten — in sein Differential 


darstellen lässt und daher ein vollständiges Differential ist. In dem vorliegen- 
den Fall hat man 


(I 
zdy—yda a4) 


2 En 2 
IE 
PH 


ED 
Der Ausdruck Be ist also ein vollständiges Differential, was zu be- 


Y 


() 
L 


—= darectg 


weisen war. 
Wir wollen jetzt zu den Differentialgleichungen der Bewegung eines 
nicht freien Systems übergehen. 


Siebzehnte Vorlesung. 


Der Multiplicator für die Bewegungsgleichungen unfreier Systeme in der ersten 
; Lagrangeschen Form. 
Wir haben in der siebenten Vorlesung p. 54 gezeigt, dass die Differential- 
gleichungen eines Systems, welches durch die Bedingungsgleichungen 
=D. 2s=d, aD, 


gebunden ist, auf folgende Form gebracht werden können: 


d’x, op ou 08 
en a: 
a’y, Op av toko) 
we: 
d’z 8 ö ö 
AR g. w as 
u Tr ro 


wo die Multiplicatoren A, u, v, ..., wie ebendaselbst bemerkt ist, durch zwei- 
malıge Differentiation der Gleichungen 9=0, y—=0, ®=0, .... zu bestimmen 
sind. Wenn man diese Bestimmung von 4, u, », ... ausführt, so findet man, 
wie wir sogleich zeigen werden, dass diese Grössen von «, y', 2’ nicht unab- 
hängig werden; daher kann man hier den Multiplicator M nicht gleich 1 setzen, 
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sondern muss zu dessen Bestimmung auf die Gleichung (4.) der fünfzehnten 
Vorlesung p. 120 zurückgehen. Nach derselben wird für das System von 
Differentialgleichungen 
a m D 
a _y Y —_B d2 _ 0 


ar, » 


de" dt" de? 
der Multiplicator M durch die Gleichung 
oem 9 OB 3C 


dt Hr Bam) fe oyr=d Fr Oz ae 
definirt. Hieraus ergiebt sich für den vorliegenden Fall 


dieM _ öm- a 300 de 2 
U Be ( O2, da, 3% oy, ay! 2 02, 6kl 
av ou ov ou ou 5) 
rem -( a 
wo auf der rechten Seite jedem der Multiplicatoren A, u, ... eine Summe 


entspricht. Für die Anwendung der Theorie des Multiplicators M ist es nöthig, 
dass die rechte Seite dieser Gleichung ein vollständiger Differentialquotient wird. 
Um zu untersuchen, ob dies der Fall ist, müssen die Werthe von 2, u, v 
oder wenigstens diejenigen ihrer nach den Grössen a}, y}, 2} genommenen 
Differentialquotienten ermittelt werden. Zur Bestimmung dieser Werthe diffe- 
rentiire man eine der Bedingungsgleichungen, z. B. 9=0, zweimal hinter ein- 
ander nach {. Die erste Differentiation giebt 


eo °p Op )= 
(32 «+ dy, Yy+ &, z) 0, 


ı 


die zweite Differentiation führt zu der Gleichung 


pn _ 99 n___99 2") Br 
(2: uhr ne 


wo u den Theil des Resultats darstellt, welcher aus der Differentiation der Factoren 


4 : = ; e hervorgeht und eine homogene Function zweiter Ordnung der 
3n Grössen &, y;, &% ist. Bezeichnet man durch die Reihe p,, Ps; -.. P; den 
Complex. aller 3n Coordinaten &,, Y;, 2, so kann man der Function u die 


Gestalt geben: 


2 


RE I 
>> op, Op, P;Pr> 


12 
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wo die letzte Summe nur auf von einander verschiedene Werthe von ? und %k 
auszudehnen ist. Auf dieselbe Weise leitet man aus den anderen ge 
gleichungen durch zweimalige Differentiation die Gleichungen 


(5 a" + ie Y. en = zr)+ ts; 


ı 


OX 2, 
0@ Er 00 m. 08 ') Ka 
[0 Ian 


ab, wo nach der oben eingeführten Bezeichnung der Öoordinaten die Functionen 
v, w, ... die Werthe 


2 2 
v3 —— A: p? +22 PiPi> 


op} Op,Op, 
ra o’@ | 2 SG o’@ Kar 
w==.3 dp} pP; um tte 
haben. Um nun 2, u, v, ... zu erhalten, hat man in diese PRoichungne die 


aus dem vorgelegten System abgeleiteten Werthe von &, y;, &; einzusetzen. 
So ergiebt die durch zweimalige Differentiation aus 9 hergeleitete Gleichung: 


op 1 Op ou 0) 
IE OR, nl om, O4, zn, a 
u 39 ou 00 
+39, ai ea en Be —0, 
6) 
t | BR NL ER 
2, 2, ö2, 


oder wenn man 


E3 = op 0y Op &p , 9 22.) 
ENDE. 0.‘ 0, de. de 
a | ( op ow op Ov op ow ) 
Be 27 u GE az ana Tr Tal ar: 
EU T 09:08 y 00 Oy =) 
= O@, 0m, er oy, y, Br BR 


ar ne als di a De ar no 
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setzt, 

ut +blu+o + —=0. 
Eine solche lineare Gleichung zwischen den Grössen 2, u, v, ... erhält man 
für jede einzelne der Bedingungsgleichungen 9=0, y=0, @=0.... Führt 


man allgemein, wie in der siebenten Vorlesung p. 56, die Bezeichnung 


öF &® _ 8F 80 OF &® 
= On, a a ae ) 


(Bo)— x 
ein, so dass 
(F,0)=(®,F) 
wird, und setzt 
a=(py, db =(pUV) € ( 
a — (vd, p); 0" = (, v), ‘= (vd, ©), 
«=(a,9, V'=(aYV), d'= (8,0), 


so dass zwischen diesen Grössen die Gleichungen 
u a 


bestehen, setzt man ferner 


i7099 Op Oy ) 
Fra > R 
ee | om, a oy, rn 02, 2); 
v, —=v+Y = ( a PL, We 2% 2), 
3 m,\ 0, oy, ö2, 
1/00. 08 08 
— >X Ä ö er 
w—=w+2 zul 25 X; + 2, Y—+ 5, 2), 
so hat man zur Bestimmung von 4, u, v .. . die Gleichungen 
uta r+b ut vn —=(, 
ta A+b url vom —=0, 
w ta +b"u+c'v + —=0, 
Anstatt dieselben nach 4, u, v» ... aufzulösen und aus den so gefundenen 
Werthen durch Differentiation a. a ... abzuleiten, differentiire man viel- 
mehr unmittelbar die vorgelegten linearen Gleichungen partiell, was die 
Rechnung bedeutend vereinfacht. Die Grössen a, b, c,.... a, b,.c,... 


_ enthalten nämlich die Differentialquotienten «, y;, 2; gar nicht und sind da- 


her bei dieser Differentiation als constant anzusehen; ferner sind die Grössen 
U, %, Wı, ... respective von u, v, w, ... nur um Ausdrücke verschieden, 


— 156 — 


die ebenfalls die Differentialquotienten x, yi, 2; nicht enthalten, daher ist 


ou, a > u. s. w., also erhält man: 


dd - di’ a A 
= —+a . +b 5 +e = ER 
= i z —+b' + —+.c' = + —, 
ern 
Die Function « wurde durch die Gleichung 
HIER CEPERSE BR 


definirt, wo die Grössen p die 3n Coordinaten x,, Y;, 2; bedeuten und in der 
zweiten Summe rechter Hand x von %k verschieden ist. Durch Differentiation 
nach p; ergiebt sich 

RE eu Be 

EEE er OP,;OPp, Pr> 


oder indem wir für p, wiederum x; und für die Grössen p, die Grössen &,, Yr, & 


setzen . 
ou 25 ( ’yp Op Br O’y ) 
DT een ee 
Die Summe rechts ist aber der vollständige Differentialquotient von z nach £, 


also hat man 
Fe: 
6) U 5) 0%, 


ow' 0 
In dieser Gleichung kann man, wie sich von selbst versteht, y oder z für & 


schreiben, ferner v, w .... für v, wenn man zugleich y, ®, ... für g setzt. 
Man erhält also: rs 


Op ou om 

d-.— d-= 

ou 2 ow, ov 2 om, ow ow, 
RT Be ge ee re 


und ähnliche Gleichungen für die nach y;, z} genommenen partiellen Differential- 


quotienten. Hierdurch verwandeln sich die obigen linearen Gleichungen für die 
ou ov 
ou’ da,’ Om 


Grössen - in die folgenden: 


09 
d 
b 0, 0% e- ou ov a 
ae or a a Ta 
av 
3 O, 0, ou [6)) 
Beta 
ae 
i n „ OMU „_ © Beh 
a 7, da) Be 


Um diese linearen Gleichungen aufzulösen, muss man bekanntlich die Deter- 
minante der Grössen 
5 0.0.7026; 
0 
a", b", e", 
wer) 


also, in abgekürzter Bezeichnung die Determinante 
Boztaber.,, 


3 
E 
3 
i 
ä 
; E 
| 


an a a ne 


bilden; dann hat man, um zu bestimmen, die obigen Gleichungen mit 


ER OR. OR 
04 ?:00-2:0@°° 


om, 


.. zu multipliciren und erhält durch Addition: 


| 

| 

a 

| 5 Ra 7 dd Ede 

| Ebenso erhält man: 

or ae. OR a, 

| rear at” 
öy oy fefo} 

| Ov OR 9a, OR 0a, OR ©, 

| ._..[[ aaa ten 


Aehnliche Gleichungen gelten für die nach y; und z} genommenen Differential- 


| quotienten von 4, 4, v, .... Die Werthe aller dieser Differentialquotienten 
sind in den oben gegebenen Ausdruck von ee einzusetzen, welchen man in 

| folgender Art ordnen kann: i | 
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1[ 99 8 ov Ou ou ) 

2 ( or, Om, = ow, OÖ. m Or, Om, en 

dleM _ St op © ov ou ou &% ) 
a) muy an 

1(l&yp a  9w Au 95 & ) 

3 Br PET RU Page Fear Fe a 


Dann erhält man für das Product von R in die erste der drei Summen rechter 
Hand das Ergebniss 


4 ( Op OA 2% ov Ou 08 &% ) 
ken m,\ 0a, Os, On, Om, O8, Om) 
Oy ou 08 
d d 
BO le ,göR „189 om, IT Sr 
a On, - de da’ ” m, dw dt 2:00" "m. 09 RE 
Op ov [6f0) 
OR „1 dv er er» 1398 00m, OR 1: I. 2m 
i 2) a : i es 
Fu Daten 
er ar ee 
gOR „1 du © „OR „10m OR ee 
5 dc "m. Ox. dt öc "m, 0a dt Er dc" " m. Om. dt Be 


Die Elemente der Determinante A stehen aber, wie wir gesehen haben, in den 
Beziehungen zu einander, dass 

RE a ER je ee 
und nach einem bekannten Satz über die Auflösung linearer Gleichungen folgen 
hieraus die Relationen ° 


AR VOR: IR OR ame. Bu 
5 Da! Ti da Tea 


Mit Berücksichtigung hievon kann man der rechten Seite obiger Gleichung 
auch die Gestalt 


OR „1 .d Eu Oy OR „1 d 99 Oy OR. 1:4 .08 .06 
Fe ar dt om, 0, er da’ "m, dt ow, Om, 1 da’ BE om, 
OR „1 d dv Owy 9 OR st 1 d ov dm 
ob! " m, dt da, Om, ob" /. m, dt Oo, DE 

OR 1 d 90 En 


oe" Im, dt om, ‚OM,. 


4m 


— 


u 


ka a ee ar an ne naar. 
® Pr ’y . 


ed — 


geben, oder indem man wieder für 2 a 2 a. De .... respective 


OR | OR OR, OR OR OR 

da’ 0b ? da” De. 06 ern 
OR „1 d 9 89 _ OR „1 dp dp OR „id &y dm, 
da m, dt 0x, Oa, da m, dt da, 0a, da' m, dt dw, Oa, 
OR „1 day pp OR ,1d &y w . OR „1 d u dm 

ae ame ee 
oR „1 .d 9a Op OR“... L 4 00 en, I 4.00 08 


schreibt, die folgende: 


DEE EEE — Dieser - ee OT 
oc m, dt oa, om, dc’ m, dt ow, [o} dc” m, dt Or, Om, 


Ü 


— 


‚Setzt man die analogen Werthe für die beiden anderen in dem Ausdruck von 


ZZ vorkommenden Summen und erinnert sich der Werthe von a, a', a", ... 
END, 2. 00,6% 855 80. oPhäll man 
dgM _ OR da EN OR da’ An OR da 
BR 2.00: € da’ dt 202.08 
n OR db ey OR db! en OR db 
ob dt ob dt 207 2.0 
er OR de a OR de u OR de! er 
de. dit eu a; 
4 . . . . . . . . . . 
dR 
Ne Ab 
also 
dlgM dR 
2 RE 
und mit Vernachlässigung eines constanten Factors 
MR; 
Aus der eigenthümlichen Form der Grössen a, a’, @', ...b,b, b",.... 


c, cd, ec", ... kann man auch eine merkwürdige Darstellung ihrer Determinante 
ableiten. Wir haben oben 

—=(y,y), “=(pYV, «= (yR), 

b=(vy), !=lwy), "= (W,o), 

=(a,9, ‘=(@y), d‘=(@,®), 
gesetzt, wo die in Klammern *eingeschlossenen Grössen dem Ausdruck 


1/8 0) ' 6 &b 09 =”) 
= On, da, oy, oy, = Ö2, 2, 
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analog gebildet sind. Diese Summen lassen sich etwas einfacher: darstellen, 
wenn, wie im Anfang dieser Vorlesung p. 133, alle 3” Coordinaten mit einem 
Buchstaben und angehängten 3n Indices bezeichnet werden. Führen wir statt 
der Coordinaten selbst denselben proportionale Grössen ein und setzen 

Vm,a; =, 9 Vm.y; = Vm;-2; = 5, 
so dass die 3n Grössen Ym,.x,, Vm,.y, Vm,.z; mit den 3n Grössen &,, &, ... &,, 
identisch sind, so geht der Ausdruck (9, w) in die Form 


Op  ow 


über, in welcher sich die Summation von =1 bis e=3n erstreckt. Deter- 
minanten, deren Elemente in der hier vorliegenden Art zusammengesetzt sind, 
lassen sich als Summen von Quadraten darstellen. (Siehe meine Abhandlung 
„de formatione et proprietatibus determinantium“, Orelles Journal Bd. 22, p. 285.) 
Ist m die Anzahl der Functionen , y, ®, ... & oder, was dasselbe ist, der 
für das mechanische Problem geltenden Bedingungsgleichungen, und bildet man 
alle möglichen Determinanten der Form . 


Ss+ Op ay Om oL 
8, O8, GE, O&,m-1) ; 
wo ti, ?,i", ... 20 je m verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... 3n 


bedeuten, so ist die Summe der Quadrate dieser Determinanten gleich R. Von 
diesem zuerst von Cauchy*) veröffentlichten Satze habe ich in der oben ange- 
führten Abhandlung eine schöne Anwendung auf die Methode der kleinsten 
Quadrate gemacht. Für den Fall, wo ein Punkt sich auf einer gegebenen 
Oberfläche bewegt, ist die Gleichung dieser Oberfläche, 9=0, die einzige Be- 


dingung; daher reduciren sich die partiellen Determinanten, aus deren Quadraten 
Op 1 9% 0 1 op 


R zusammengesetzt werden kann, auf = —— een und 
ar 2 95, Vm, da,’ 05, Vm, oY, 

SHE ER so dass 

O8, Yan 02% 


+] 
R- (2 RN DR, 


wird. Der Fall m=3n, der freilich in der Mechanik nicht vorkommt (da die 
Anzahl m der Bedingungsgleichungen höchstens gleich 3” —1 sein kann), ist 
. der einfachste in Beziehung auf den Determinantensatz; denn alsdann redueirt 
sich die Determinante A auf ein einziges Quadrat. 


*) Journal de l’&cole polytechnique, cah. 17. 
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Durch die Gleichung 
MreR— Zah 
haben wir für ein durch irgend welche Bedingungen gebundenes System und 
für die erste Lagrangesche Form der Differentialgleichungen den Multiplicator 
des Systems, mithin unter der Voraussetzung, dass alle Integrale bis auf eines 
bekannt seien, auch den letzten Multiplicator gefunden. 


Achtzehnte Vorlesung. 


Der Multiplicator für die Bewegungsgleichungen unfreier Systeme 
in der Hamiltonschen Form. 


Wir wollen jetzt den Multiplicator der Differentialgleichung eines un- 
freien Systems für die Jamxltonsche Form der Differentialgleichungen aufsuchen. 
Es sei 7 die halbe lebendige Kraft, n die Anzahl der materiellen Punkte, m 
die Anzahl der Bedingungsgleichungen; da neben ? auch % als reihendes Element 
gebraucht werden soll, so möge die Zahl 3n—m von jetzt an nicht mehr mit 
k, sondern mit «w bezeichnet werden. Wir dachten uns in der achten Vor- 
lesung p. 62 die 3n Coordinaten als Functionen von 3n—m neuen Variablen 
Yıs as --- Ian So dargestellt, dass die Bedingungsgleichungen durch Substitution 
der auf diese Weise ausgedrückten Coordinaten identisch befriedigt werden, und 
erhielten dann 7 als homogene Function zweiter Ordnung der Grössen q;, deren 


Coefficienten die Grössen q, enthalten können. Wir führten ferner die Grössen 


P: -57 an Stelle der g; ein und erhielten so in der neunten Vorlesung p. 71 


zwischen den 2(3n—m) Variablen g, und p, die Differentialgleichungen der Be- 
wegung in der auch für den Fall, wo keine Kräftefunction existirt, gelten- 
den Gestalt 


N Q 
dt 8%; de og, K 
wo 
gene Om, 9, 02, 
= [x 34, +J: 34, +2 > 


Diese Differentialgleichungen kann man auch folgendermassen schreiben: 


ER ee Pa IE 2 
er. Sor oT oT oT 
= 1:—: —:...: —- —+J:.:1-.—+Q: 
op,  ©p, SR ge 


Wendet man auf dieses System die Theorie des Multiplicators an, so ergiebt sich 


oT Be;N; 
dleM öp; ie 89, +0) 
= dt +2 09, ne op; 


Da nun ÄX,, F,, Z, für die Probleme, welche wir betrachten, nur von den Coor- 
dinaten &,, Y, 2; und nicht von ihren Differentialquotienten abhängig sind, so 
enthalten auch die Functionen Q, nur die Variablen g, und nicht ihre Differential- 


quotienten und daher auch keine der Variablen p»;; also ist 


oQ, 2 
op, 
daher 
_ dlgM _y a er 
3°... 00,0, 09,0p, ; 
M = Const 


Man kann also M gleich 1 setzen, so dass der Multiplicator hier denselben 
Werth hat, wie bei dem ganz freien System. Um den letzten Multiplicator für 
diesen Fall anzugeben, muss zunächst aus dem afıf die 24“ Ordnung steigenden 
System von Differentialgleichungen 


dq; oT dp oT 
er Te 7 +4 


wo ‘ die Werthe 1 bis « durchläuft, t eliminirt werden, welches, wie wir 
voraussetzen nicht explieite in den Grössen Q, vorkommt." Kennt man von 
dem dadurch erhaltenen reducirten Systems (2«— 1)" Ordnung 2u—2 Integral- 
gleichungen | 

0 


mit ebensoviel Constanten &, &, ... &,_, so kann man vermöge derselben 


u—=0 =) ... u, 


alle 2« Variablen g und p durch zwei derselben, etwa g, und q, ausdrücken; 
alsdann ist nur noch die Differentialgleichung 


oT O2 
Bene; 
zu integriren, deren Multiplicator. 
08 0. 08 
Ei 1 ARE, 2u—2 
Ye: oa, da, O0, ,_3 
0@, 08, 0@,_, 0@,_, 0B,.; 
ög, 0q, 9q, op, Op, 


ist. 


aan da 0 2. dd Kl Lan ua Unna usa a ann Aue! 


da m de Hs mal te nn Lan ad Luc 2 a de di u hun 


u 


Wenn die Kräfte X, F,, Z, die partiellen Differentialquotienten einer 
Funetion U sind, welche ausserdem noch ? explieite enthalten kann, wenn also 
Be 


i 


9 


oU 


so wird a ak und die Differentialgleichungen der Bewegung gehen, (siehe 


ü 


p. 71) wenn man 


T-U=-H 
setzt in die einfache Form 
MB: OB. Wir ch 
FE a ER RENT 


über. An diese Hamrltonsche Form der Differentialgleichungen werden die 
ferneren Untersuchungen, welche den Kern dieser Vorlesungen bilden, anknüpfen; 
das Bisherige ist als Einleitung dazu anzusehen. 


Neunzehnte Vorlesung. 


Die Hamxltonsche partielle Differentialgleichung und ihre Ausdehnung auf die 
isoperimetrischen Probleme. 


Die Hamiltonsche Form der Differentialgleichungen der Bewegung wurde 


' in der achten und neunten Vorlesung aus dem Princip hergeleitet, dass, wenn 


die Anfangs- und Endwerthe der Coordinaten gegeben sind, die Variation des 
Integrals [ (T--U)dt verschwinden muss. Man kann dies Prineip allgemeiner 
so aussprechen, dass es auch gilt, wenn nicht die Anfangs- und Endwerthe selbst, 
sondern andere für die Grenzen stattfindende Bedingungen gegeben sind. In 
diesem Fall ist nämlich nicht die ganze Variation des Integrals [ (T+U)dt 
gleich Null zu setzen, sondern nur der unter dem Integralzeichen stehende Theil 
derselben; die Variation lässt sich alsdann ohne Integralzeichen ausdrücken, oder 
wäs dasselbe ist, die Variation von 7T+-ÜU wird ein vollständiger Differential- 
quotient. . Um dies klar zu machen, müssen wir auf die in der achten Vorlesung 
gegebene Herleitung zurückkommen. 

Es sei T die halbe lebendige Kraft und U die Kräftefunetion, welche 
ausser den Coordinaten auch ? explicite enthalten kann; man denke sich die 
3n Coordinaten als Functionen von 3n—m= w neuen Variablen 9, 93 --- du 
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so dargestellt, dass die m Bedingungsgleichungen durch diese Ausdrücke identisch 
erfüllt werden; ferner sei 


T+U = Yp 
dann hat man, da @ Function der Grössen 9, ... q, und 9, ... qu Ist, 
99 9 
EBEN S / 
Ip en. ög, dgq,+2 og! dg;, 


öfgaı — füge = ([S-}a+[|> n og). 


Es ist aber 


9 
2. dp  d0g, Oy i 0; 
ee ide = 1 a) ad 


also wird, wenn man zwischen der unteren Grenze r’und der oberen ? integrirt 
und die der unteren Grenze r entsprechenden Werthe durch einen oben ange- 
hängten Index 0 bezeichnet, 


Op 
2 ‚Ip. op" E og; 
I: ade =) Aa 


Durch Einsetzung en ergiebt sich 


Op i 
399 Op B og. 
= 3— 2 >) — .dt. 
ölgat — . an br ak aaad Pr ner a 62 
Nun ist, dag; n U al vorkommt, 
op oT 
© a a Pe 


ferner verschwinden zufolge der Differentialgleichungen der Bewegung in der 


p. 63, Gleichung (8.) gegebenen, zweiten Lagrangeschen Form die sämmtlichen 
auf der rechten Seite unter dem Integralzeichen stehenden Ausdrücke 


1.89 oT 
' He 
9 ...00.. K24 a 
og, ee de 


daher bleibt für die gesuchte Variation allein der vom Integralzeichen freie 
Theil derselben übrig, und man hat 


op" 
öfgar — z8_ ver 094,2 2 dg; = Zp,dq,—2p}0g;- 


Nach der früheren Annahme waren die Arfangs- und Endwerthe der q ge- 
geben, also d,;—=0 und dg —= 0, und es verschwand demnach die rechte 
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Seite der letzten Gleichung; dies ist .nach der gegenwärtigen allgemeineren 
Voraussetzung nicht der Fall. Um den Sinn, in welchem die Variationen ge- 
nommen sind, richtig zu verstehen, muss man sich erinnern, dass der unter 
dem Integralzeichen stehende Theil der gesuchten Variation nur vermöge der 
Differentialgleichungen der Bewegung, welche als erfüllt angesehen werden, 
verschwindet. Die Grössen g, und g;, sowie die Grössen p, müssen daher als 
gegebene Functionen von t und 24 Constanten betrachtet werden, und die 
Variationen dqg, sind lediglich die Veränderungen der q,, welche aus Verän- 
derungen der Werthe der 2« willkürlichen Constanten herrühren. Die Werthe 
dieser Variationen dq,, welche der unteren Grenze r des Integrals entsprechen, 
sind die Grössen dg;. Indem wir das Integral, dessen Variation betrachtet wird, 
mit V bezeichnen, also 


@) v— (gar — [(T+ Ude 


setzen, lässt sich die obige Formel so schreiben: 


(3.) ee u 


— 19,9, 99 9 


ein Ausdruck, dem noch das Glied de hinzuzufügen ist, wenn man ? nicht 


als unabhängige Variable ansieht. 

| Diese Darstellung der Variation von V ist sehr wichtig. Nach Inte- 
gration der Differentialgleichungen der Bewegung kann man nämlich sämmtliche 
Variablen und daher auch 9 als Function von ? und den 2u Integrations- 
Constanten darstellen und erhält aus dieser Darstellung von $ durch Quadratur 
V ebenfalls als Function von £ und jenen 2w# Constanten. Die Wahl der 
Grössen, welche das System dieser Constanten in den Integralgleichungen bilden, 
steht in unserem Belieben. Wählen wir dazu die 24 Anfangswerthe 9%, p} 
so bilden die 24-1 Variablen £, q,, p, und die 2 Constanten g‘, p} zu- 
sammen ein System von 4w#«--1 Grössen, welche vermöge der Integralgleichungen 
durch 2w Relationen an einander gebunden sind, und von welchen daher irgend 
2w als Functionen der übrigen 2#«-+-1 anzusehen sind. Denken wir uns z. B. 
die Werthe der 2w« Grössen p,, p? durch die 24-1 Grössen t, q,, q° ausge- 
drückt und diese Werthe der p} in V eingesetzt, welches uns bereits als Function 
‚der 2«+-1 Grössen t, q?, p} bekannt ist, so ‚ergiebt sich hierdurch V = f ypdt 
als Function der 24-1 Grössen t, 9, 9» --- duo U» 9 --- Indem man 
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man diese Darstellung von V varürt, dabei aber ? unvariirt lässt, wird 
wg: av oV 


er == ” og, + I re dq, dq, 
or IV, a, 
Fragt di + Fra Tue tag gu: 
Vergleicht man dies mit der Darstellung (3.) von JV, so erhält man 
Br 
(4.) 09, Te BEE Pir 
Andererseits ist nach der in (2.) gegebenen Definition von V 
a 
Se) 
Aber t ist in F erstens explicite enthalten und ausserdem implicite vermöge 
der Grössen 91, Q&, --- Q.; daher hat man 
dV.. BR 00.0: 
Er ET RER 


oder mit Hülfe von (4.) 
oV 


0= —y +2p4 9 
eine Gleichung, die unter Einführung der Function 
6.) | vy=2p4,—9 

in die folgende 
oV 
(6.) +0 


übergeht. Die Gleichung (6.) ist, wenn man w in der gehörigen Form dar- 
stellt, eine partielle Differentialgleichung für V. In der That, die Grössen g; 
und die oben durch die Gleichungen 
6) 

1) = 
eingeführten ‚Grössen p; bilden, wie wir wissen, zwei Systeme von Grössen, 
welche sich mit Hülfe der Grössen g, und t durch einander ersetzen lassen, 
sodass jeder gegebene Ausdruck der 34-1 Variablen t, q,, q;, p; Sich zu- 
gleich als Function der 2u«-+-1 Variablen z, q,, q; und als Function der 2u+1 
Variablen z, g,, p; darstellen lässt. Ein solcher Ausdruck ist 


(8.) ; v=2p,1,—9: 
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Indem wir,y als Function der Grössen f, q,, p; darstellen und für die Grössen 
p,; nach der ersten der Gleichungen (4.) die partiellen Differentialquotienten 


- setzen, wird y schliesslich durch die Grössen £, 9, 95 -:- Qu - 
oV oV R ; : ; 
re ausgedrückt, und die Gleichung (6.) nimmt die Gestalt an: 

2 u 


oV 
rule 913 923 + Pu? 


8V 07 ae, 
09,’ 0,’ 0g, 


Dies ist die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung, welcher V = } pdi 


genügt, wenn man es als Function von £, 9, 9%, ... q, und 9, @, ... gu an- 
sieht. Die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung giebt also für 
diese partielle Differentialgleichung eine Lösung, welche « willkürliche Constanten 
N, 9%... q, enthält. 

Alles Bisherige gilt nicht bloss für die mechanischen Probleme, sondern 
auch, wenn 9, anstatt gleich T+ÜU zu sein, eine beliebige Function von £, 
Is Ges +++ Qu Ts Ds --» Qu bezeichnet. In den mechanischen Problemen 
aber bekommt w, wie die Entwicklungen der neunten Vorlesung bereits gezeigt 
haben, eine einfache Bedeutung. Denn wenn man in 


für 9 den Werth 
= T+U 


einsetzt, wo U nur von den Grössen q; abhängt und 7’ eine homogene Function 
zweiten Grades der Grössen g; ist, so wird 


a 
i ög ’ 


Rh 
| FENG } a 
pn = 29, eu 2T, 
v= T—-U=H, 
und die partielle Differentialgleichung geht in 


oV 


über. 
Das Resultat der bisherigen Betrachtungen lässt sich zunächst für die 
mechanischen Probleme folgendermassen aussprechen: 
19° 


Wenn 


ist, und H durch die Grössen p, und g,; ausgedrückt wird, so sind 
da, OH dp, OH 


RE ee 0, 


die Differentialgleichungen der Bewegung. Man betrachte die Bewegung in 
dem Intervall 7 bis t und führe als willkürlche Constanten in die Integral- 
0 


gleichungen die Anfangswerthe 9, 9; --- Qu und pi, P2s --- P. em. Ferner 
setze man in H 


2 oV 
2,8 99,” - 
so ıst ; 
ee 
ot 


eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche V als Function der 
Variablen t, 915 9 »-- Qu definirt. Nun bilde man das Integral 


forma 
wo T-+-U vermöge der Integralgleichungen eine blosse Function von t und den 
2u Constanten 9, 9» ++: us Pi» Pr» --- Pu ist, und drücke das Resultat der 
Quadratur durch t, 9, 92 -.. Q, und gi, 9, --- qu aus; damn ıst der so dar- 
gestellte Werth des Integrals 
Pf T+D)d 
eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 
oV 
Ba +H=0. 


Tritt an die Stelle von T’+ÜU eine beliebige Function g der Grössen 
9, g; und £, so müssen zugleich an die Stelle der Differentialgleichungen der 
Bewegung diejenigen gesetzt werden, welche den unter dem Integralzeichen 


stehenden Theil der Variation d f ydt verschwinden lassen. Um die Analogie 


vollständig zu machen, muss man diese Differentialgleichungen auf dieselbe Form 
bringen, welche die Differentialgleichungen der Bewegung durch Hamilton er- 
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halten haben, und zwar indem man auch hier die Differentialquotienten g; durch 
die Grössen p; 5 ersetzt, die Function y= &p,g;—Y einführt und dann 


ähnlich wie in der neunten Vorlesung verfährt. Bildet man von der Function 

vw die Variation Ä 
Sp = 29,0p,+2P,94,— 99 

und substituirt hierin für dy seinen Werth 


ap ı_, _9p 


der, wenn man die Wahl der unabhängigen Variable unentschieden lässt, auch 
ein dt proportionales Glied enthält, so ergiebt sich 
oO - 
zer ' BES 5 FRISRRER IE 
dv —= 29,0p,—2 07, dq, Er dt. 

Vergleicht man diesen Ausdruck von dy mit demjenigen, welchen man 
erhält, wenn w als Function der Grössen q,, p;, und £ dargestellt wird, also 
mit dem Ausdruck 


EEE EA PELEHN 


in welchem die unter der letzteren Annahme gebildeten partiellen Differential- 


quotienten zur Unterscheidung in Klammern eingeschlossen sind, so folgt aus 
der Vergleichung 


(2) 2-8) 2-2) 
on Ne 

Durch die zweite dieser drei Gleichungen verwandeln sich die Differential- 
gleichungen 


°p 
0 dp 
RR * 


die erfüllt sein müssen, damit der unter dem Integralzeichen- stehende Theil der 
Variation d{pdt verschwinde, in | 


dp, -—( 27) 
"er 0g, )’ 


während die erste der drei Gleichungen mit 


dq, -(&) 
NO, 
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identisch ist. Die Differentialgleichungen aller isoperimetrischen Probleme, in 
denen sich nur erste Differentialquotienten unter dem gegebenen Integrale be- 
finden, nehmen also die Form 


ag; -(&*\ dp, an 
BE AO 0q, 


an, und die Integration derselben liefert stets eine Lösung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 


oV 
IE ed, 


Unter Fortlassung der jetzt nicht mehr zur Unterscheidung nöthigen 


Klammern um die Differentialquotienten (% r (5 ) kann das für den allge- 
meinen Fall gewonnene Resultat so ausgesprochen werden: 


Es sei p ürgend eine gegebene Function von b, Qi 925 +». Qu und gi, 
92 +: Qu, man führe für die Differentialguotienten g, neue Variable 
| ’ an 
= gr 
ein, setze 


und drücke die Function w durch die Variablen p,;, 9; und t aus: dann sind 
die Gleichungen | 
op 
er 


ı 


die Differentialgleichungen, welche erfüllt sein müssen, damit der unter dem Integral- 
zeichen stehende Theil der Variation Ö|gydt verschwinde. Man bezeichne ferner dıe 


Werthe der 2u Variablen für die untere Integralgrenze z mit 1, 9 --: 
Pl, P%, --- Pu und führe diese Grössen statt der willkürlichen Constanten in die In- 
tegralgleichungen des Systems ein. Endlich setze man 
eg 
un 09; 
dann ıst 
KH yymo 


eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche V als Function der 
Variablen t, 91, 9 -:- Qu defimirt. Bildet man nun das Integral 


IRZZ 
T 
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wo 9 vermöge der Integralgleichungen eine blosse Function von t und den 2u 
Oonstanten q, 5 --- Qu Pl» 29, ... p, ist, und drückt das Resultat der Quadratur 
als Function von L ds as --- Qu und 9, 9, -.. Qu aus: so ıst der so darge- 
stellte Werth des Integrals 

Es f gi 


eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 
av | 
"OR: 
Der in Gleichung (5.) enthaltene Zusammenhang der Functionen 9 und w 
stellt eine Art von Reciprocität zwischen denselben her. Setzt man nämlich 


De) ' 
vy=2g, a9 — 29,9, — 9; 


+V—0. 


wo 
98 
Zue7a 
ist, und 9 als Function der q,, g; und ? angesehen wird, so ist gleichzeitig 
oy 
RER. 
BT Op,’ 


vorausgesetzt dass y als Function der q,, p, und ? angesehen wird; daher hat 


man auch 
j _ 3p..% 
(7.) aan RUN 
in welcher Gleichung an Stelle der p; die Grössen g; vermittelst der Gleichungen 
. , 
HS Op, 


einzuführen sind. Man kann also durch Gleichung (7.) zu jeder gegebenen 
Function w von t und von den Grössen q; und p, eine zugeordnete Function 
y von t und von den Grössen q, und g; finden; demnach stellt die Gleichung 


oV 


ER: 
welche V als Function von t, 9,, 99, --- 9. definirt, V selbst nicht enthält und 


+y=0 die allgemeinste partielle Differentialgleichung erster Ordnung dar, 


nach — aufgelöst ist. Es liegt hierin ein merkwürdiger Zusammenhang zweier 
weit aus einander liegenden Probleme, der isoperimetrischen der betrachteten 
Art und der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Dieser Zusammenhang lässt sich auf die übrigen isoperimetrischen Probleme, in 


— 132 — 


welchen sich höhere als die ersten Differentialquotienten unter dem Integrale 
befinden, ausdehnen. 


Die gefundene Lösung der partiellen Differentialgleichung I ry= 0 


enthält, wie wir gesehen haben, die # willkürlichen Constanten 9, 9; »-- as 
und da in y die Grösse V selbst nicht vorkommt, so kann man zu dieser Lösung 
V noch eine willkürliche Constante addiren und hat dann eine Lösung mit 
4-1 willkürlichen Constanten. Die Lösung V ist daher das, was man eine 
vollständige Lösung einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung nennt; 
denn eine solche muss so viele von einander unabhängige Constanten enthalten, 
als von einander unabhängige Variable in der Differentialgleichung vorkommen. 

Sowie nun die Integration der betrachteten isoperimetrischen oder Be- 


wegungsgleichungen diese vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 


an —0 liefert, so kann man umgekehrt aus der als bekannt vorausge- 


setzten vollständigen Lösung die Integralgleichungen der betrachteten isoperi- 
metrischen oder mechanischen Differentialgleichungen bilden, und zwar sind die- 
selben in den bereits oben (Seite 146) gegebenen Gleichungen 

oV ELZ : 

(4.) a, Pr EP 
enthalten, welche auch im Fall der in Rede stehenden isoperimetrischen Pro- 
bleme gelten. Wir haben also die Integralgleichungen unter derselben Form dar- 
gestellt, wie früher die Differentialgleichungen, nämlich vermittelst der partiellen 
Differentialquotienten einer Function V. Dies ist die Erfindung Hamiltons, 
welcher die Function YV mit dem Namen the principal function belegt. Das 
zweite in (4.) enthaltene System von Gleichungen cn —p; giebt die wahren 

u. —p, giebt die Grössen p; oder g; 


ı 


Integralgleichungen, das erste System 


in t und g9, mit w Constanten 9%; dies ist das System der ersten Integral- 
gleichungen, aber es ist von grosser Wichtigkeit, dass auch diese durch die 
partiellen Differentialguotienten von V dargestellt werden können.* Wie wir 
später zeigen werden, brauchen die # in ‚/ enthaltenen Constanten nicht die 
Anfangswerthe 9; zu sein, sondern wenn man nur überhaupt eine vollständige 
Lösung V der partiellen Differentialgleichung ne — (0) mit irgend welchen 


Constanten kennt, so lassen sich immer die Integralgleichungen durch die partiellen 


I ha Ser Zu 


Ä 


aa Eh m a ine a IT aba Un an al nn a ee re at Bra 


are la ln nie 


ae 


Differentialquotienten dieser Lösung nach den in ihr enthaltenen Constanten 
darstellen. | 

Hamilton, der seine Erfindung in zwei Abhandlungen in den philosophical 
Transactions*) dargestellt hat, definirt V nicht bloss durch die eine partielle 


Differentialgleichung Iry=0, sondern er stellt zugleich noch eine zweite 


partielle Differentialgleichung auf, welcher V ebenfalls genügen soll. Diese 
kann man aber fortlassen, weil sie sich aus der schon aufgestellten herleiten 
lässt und weil ihre Hinzufügung nur der Untersuchung ihre Einfachheit nimmt. 
Denn die Frage der Bestimmung einer Function durch zwei simultane partielle 
Differentialgleichungen kann bei den jetzigen Mitteln der Analysis im Allge- 
meinen nicht beantwortet werden. 

Um diese zweite partielle Differentialgleichung aus der schon gefun- 


denen I ry=0 herzuleiten, brauchen wir folgenden leicht zu beweisen- 


den Satz: 

Es sei ein System von nm gewöhnhchen Differentialgleichungen zwischen 
den n+1 Variablen t, &, &, ... x, vorgelegt, die dem Anfangswerthe rt von 
t entsprechenden Werthe der übrigen Variablen seien ©, ©, ... &, und man 
"habe dem System der vorgelegten Differentialgleichungen durch das System der 
Integralgleichungen ; 

RE er re 

(A) " a ER 2 RS 

EA SE ER 
genügt. Dann erhält man durch Vertauschung der Variablen t, ©, %, ... %, mat 
ihren Anfangswerthen t, &, %, ... a ein gleichbedeutendes System von Integral- 
gleichungen, so dass man das lästige Geschäft der Elimination ganz ersparen und 
die Integralgteichungen nach den‘ willkürlichen Constanten aufgelöst ohne weitere 
Rechnung folgendermassen darstellen kann: 


2 Ta fı (%, t, I, Vgy ... In); 
-(B.) ul PIE IE NEED? 


MIET 


Der Beweis dieses Satzes ist folgender: Genügt dem gegebenen System von 


*) 1834. P.1I., und 1855. P. 1. 
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Differentialgleichungen das System der Integralgleichungen 


ya F(t, dj, yy ... n); 
cc) % = FF, (0,05...) 


&n = Fu(t, &,, 05, ... On), 


so folgt hieraus für die Anfangswerthe dasselbe System von Gleichungen, 
nämlich | 


= F (%%,0,...@), 


(D.) =£ = Fl 9,4... @n), 


a Se A 


Das System (A.) muss aus (C.) und (D.) durch Elimination von &,, &, ... «, 
hervorgehen. Aber die Systeme (Ü.) und (D.) gehen in einander über, wenn 
man ? mit z und zugleich ©, mit x), %, mit &,... &, mit &) vertauscht; folglich 
muss man in (A.) eben diese Vertauschung vornehmen können, und das aus 
derselben sich ergebende System (B.) muss mit (A.) gleichbedeutend sein. 

Aus diesem Satze lässt sich eine bemerkeuswerthe Folgerung ziehen. 
Die Gleichungen (B.) sind Integrale, d. h. solche Integralgleichungen, die, wenn 
man sie differentürt und die Differentialgleichungen zu Hülfe nimmt, ein identisch 
verschwindendes Resultat geben. Jede der Gleichungen (A.) hingegen enthält 
n Öonstanten, von denen keine überflüssig (supervacanea) ist”). Daher erhält 
man, wenn man eine derselben, z.B. , = f(,%,22,2%,...%), differentürt, die 
Differentialgleichungen zu Hülfe nimmt und diese Operation fortsetzt, nach und 
nach alle Integralgleichungen. Einen solchen Nutzen kann man im Allgemeinen 
aus der Kenntniss .eines Integrals, Const. = F(t, T,%,,%,...%,), wo r einen be- 
sonderen Werth von ? bedeutet, nicht ziehen. Ereignet sich aber der Fall, 
dass die CÖonstante gerade der dem Werthe z’von £ entsprechende Werth der 
einen Variable, x, z.B., ist, so kann man aus dem einen Integral mit nur 
einer Constante alle Integralgleichungen herleiten. Dieser Fall tritt ein, sobald 
sich für =r die Function F(t, 7, 2,,%,...x,) auf x, reducirt; alsdann kann 
man nach obigem Satz die Variablen mit ihren Anfangswerthen vertauschen 
und erhält daher aus dem einen Integral 


Const.:—= Ft, 7,0, %,...) 


*) Siehe die Abhandlung „dilueidationes de aequatt. diff. vulg. systematis“, Crelles Journal, Bd. 23. 


Big an me u ah a am. ln. 


ab te an ab rl u ne Or Dal N ı a ein 
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die Integralgleichung 
welt, 
aus welcher sich durch suecessive Differentiation alle. übrigen herleiten lassen. 
Wir wollen nun sehen, was bei der Vertauschung der Variablen mit 
ihren Anfangswerthen aus V wird. Die betrachteten isoperimetrischen oder dy- 


namischen Differentialgleichungen seien durch das System 


BE NR 0.) 2. (0,50: 1m) 


9% (t, Ay loyer. %.); p, = ®, (t, 5 Og5 eo.» %,); 


= Ku RE ARTE Od P,= o,(h 0,3. 0) 
integrirt. Man hat dann zugleich, indem man für ? den Anfangswerth 7 setzt, 


q a 4 (7, OR, Ogy er. va) pP m (7, Gy gy er. ,,); 


a A ARE FR 0, = 9,(%0,0,...%,) 


m = X, 4, &,,) = 0 ER: 0). 


In dem Integral - 


V—(gat 
r 
ist 9 eine Function von £, 91, 92 +»: Qu» Pı> Pr» »-- Pu, also, nach Einsetzung 
der Werthe von 9, --: Qu Pı> --- Pu aus den Integralgleichungen, eine blosse 
Function von t, &,, &, ... @,. Man kann demnach 


[pa — ©(t, 0,0, ...@,,) 


setzen und erhält 
5 t 
’-=| ydt = ©(t,Q,,...0,,)— DT, 95... 0) 


Die auf diese Weise bestimmte Grösse V wird eine vollständige Lösung der 


partiellen Differentialgleichung 4 —(, wenn vermöge der obigen 2u Glei- 
Chungen für 2, des =... 4, 01, 935 - -: Qu. die Constanten &, &, ... &,,, eliminirt 
worden sind. Aber von diesen 2« Gleichungen geht die eine Hälfte in die 
andere über, wenn man ? mit r und die Grössen gq, mit den Grössen g} ver- 
tauscht. Daher muss jede der Grössen &, @&, ... @&y 
93: do 5 9 9 »»» gu ausgedrückt von der Beschaffenheit sein, dass sie 
ungeändert bleibt, wenn ? mit z, g, mit q, 9 mit @,... q, mit q„ vertauscht 


20* 


als Function von t, q,, 
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wird. Berücksichtigt man dies, so erhellt, dass durch diese Vertauschung 
FR, Gy. )— Plz, &y &yy...,,) 
in 
DT, 0,0, 0, )— Pb & +. 0) 
d.h. m — V übergeht. 

Bei allem Bisherigen haben wir keine besondere Hypothese über die 
Differentialgleichungen gemacht. Jetzt müssen wir, um den von Hamilton be- 
trachteten Fall zu erhalten, annehmen, dass in 9 die Variable ? nicht explicite 
vorkommt. Dies findet im der Mechanik statt, wenn die Zeit £ nicht in der 
Kräftefunetion U und demzufolge auch nicht n v=H=T-—U enthalten ist. 
Dann tritt in die Differentialgleichungen der Bewegung 

6) Oi 6) 6) 
dt:dq,:dqy:...:dq,:dpi:..:dp —1: 35, es Br, I s Bene 7 
nur das Differential der Grösse ? ein; durch Fortlassung von dt und 1 eliminirt 
man die Zeit ganz, drückt nach Integration des übrig bleibenden Systems alle 
Variablen durch eine, z. B. q,, aus und bestimmt diese letztere als Function der 
Zeit, indem man die aus der Differentialformel 


9, 
nach g, auflöst. So erhält man g, als Function von t—r, und da die übrigen 


Variablen bereits als Functionen von 9, ausgedrückt sind, so hängen sämmtliche 
Variablen nur von der Differenz —r ab. Dies gilt auch von der Function V, 
welche ebenfalls die beiden Grössen t und z nur in der Verbindung d=t—ı 
enthält, und man hat daher 


er. one 

Ge Bee 
Werden nun die Grössen Z, q,, @& -.. q„ mit ihren Anfangswerthen z, q,, 9, 
... qu vertauscht, so geht V in —V, 0 in —6 über, und eu bleibt unver- 


00 
ändert. Bezeichnet ferner y, den Werth, in welchen w übergeht, wenn die 


Grössen 9, und p, = . mit den Grössen 9 und p? = ur vertauscht werden, 


i i 


so geht die Gleichung 


oV oV 
u ee 
in 
oV oV 
Rn 2 


über. Dies ist die zweite Hamiltonsche partielle Differentialgleichung, von der 
wir also nachgewiesen haben, dass sie aus der zuerst aufgestellten durch Ver- 
tauschung der Variablen mit ihren Anfangswerthen abgeleitet werden kann. 


Zwanzigste Vorlesung. 


Nachweis, dass die aus einer vollständigen Lösung der Hameltonschen partiellen Differential- 
gleichung abgeleiteten Integralgleichungen dem Systeme gewöhnlicher Differential-. 
. gleichungen wirklich genügen. Die Hamiltonsche Gleichung für den Fall 
der freien Bewegung. 


Wir wollen jetzt den umgekehrten Weg ‚einschlagen und nachweisen, 
wie man, von der betrachteten partiellen Differentialgleichung ausgehend, zu 
den dynamischen oder isoperimetrischen Differentialgleichungen gelangen kann. 

Es sei 

(1.) a LT, 
eine beliebige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche V selbst nicht 


enthält, so dass  urgend eine Function der Grössen t, Q1s Gas *-- Qus Pıs Pas ++ Pu 
ist, wo p, = man kenne eine vollständige Lösung V der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (1.), d. h. eine Lösung, welche ausser der mit V durch Addition 


verbundenen noch u willkürliche Constanten &,, &, ... @, enthält. Setzt man nun 


oV 
da, =, da, =ß,, ... EI ep,» 


wo Pi, Pa, ... BP, neue willkürliche Constanten bedeuten, so sind diese Gleichungen, 
verbunden mit den Gleichungen 


oV oV oV 


nıaenn 
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die Integralgleichungen des Systems von Differentialgleichungen 


3.) dq, ol dp, Be ow 
: ee 3 
wo i die Werthe 1, 2, ... uw annimmt. 


Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir zu berücksichtigen, dass, 
wenn die als bekannt vorausgesetzte vollständige Lösung für V im die partielle 
Differentialgleichung (1.) eingesetzt wird, die linke Seite derselben eine identisch 
verschwindende Function der Grössen &, 91, 0 +-- Qu &s &, ... &, werden 
muss, und dass demnach ihr nach einer dieser Grössen genommener partieller 
Differentialquotient ebenfalls identisch verschwindet. | 

Um die erste Hälfte der Differentialgleichungen (3.) aus den Gleichungen (2.) 
herzuleiten, verfahren wir folgendermassen. Indem wir die Gleichungen (2.) 


nach ? vollständig differentiiren, erhalten wir das System von Gleichungen 


FEFE.d 09°V dgq, 0°V de, 0:7 dq, 

ig 0a, ot 55 Oa,0g, dt ai 0a, 09, ee Oa,0g, de ’ 

2 Er TR a7 00, 

(4) au, 80,0, de ag, Tg, de” 

97 07V dg ®V dyg 07 dgq, 

(= ——+ —u4 2 -..+- = 

da „ot da ,0g, di da „09; dt 00 „0, dt 
ip » ı ı 7 > dq, dg, dq,, 
Es würde nun darauf ankommen, diese in Beziehung auf en ee 
linearen Gleichungen aufzulösen und zu zeigen, dass die aus der Auflösung 
hervorgehenden Werthe mit den Grössen 2. ; er u er identisch sind. 

op,’ 0P; op 


u 
Aber. diese Identität wird sich auch ohne Auflösung der Gleichungen er- 


geben, wenn man nachweist dass die Grössen ns und die Grössen en 


[ 


selben System linearer Gleichungen genügen. Zu diesem Nachweis müssen wir 


dem- 


die partielle Differentialgleichung eg = (0 nach den Constanten &,, &, ... @, 


partiell differentiiren und hierbei bedenken, dass von den Grössen t, g, und 


= deren Function y ist, nur die letzteren, also p,, die Öonstanten 
&, &, ... @, enthalten. Die Differentiation nach «, ergiebt 


00V Du a, AO 
OT ae Do 


ge 


oVv oVv Rs; pP, . 99V i 
und da p, = 2 re 3,’ also er so erhält man 
aus dieser Gleichung für «=1, 2, .... « ein System von linearen Gleichungen, 
welches sich von dem System (4.) nur dadurch unterscheidet, dass die Grössen 3 
dq, 0 
an die Stelle der ——. getreten sind. Hieraus schliessen wir — (siehe 
dt dt op, 


die Bemerkung auf der folgenden Seite). | 
Zur Ableitung der zweiten Hälfte der Differentialgleichungen (3.), also 


dp, 
der Gleichungen z — — T ‚ nehmen wir die zweite Hälfte der Integral- 
gleichungen zu Hülfe, d. h. die Gleichungen 
IE > 
Re P:> 


welche das System der ersten Integralgleichungen bilden, indem sie Relationen 
zwischen den Grössen g, und g; mit « willkürlichen Constanten darstellen. Die 


Gleichung p,; = 3 giebt, nach ? vollständig differenturt, 


WA o’V dg, 0’V 2... o’V 4 
706 2.009,08 09,00 09,09, dit 09,99, de 
| a, ga o?V7 Er: Om. Op, op, 
Schreiben wir für en Dede. ae, respective Tee rn 
| ; ; BR BR Rh) 
und benutzen die len gefundenen Gleichungen —,- = ee 
dq ou 
Bu 
de Sp so ergiebt sich 
a, 87 m dw, m Pu y 
0 dog 8, or 0, oo 


Indem wir andererseits die Gleichung Sry —= (0 partiell nach 9, differen- 
türen, finden wir: 
; ay © ö 
taken 
und diese Gleichung von (5.) abgezogen führt zu dem Ergebniss 
7 ZZ 
de 


= 


= a 


Hiermit ist auch die zweite Hälfte der Differentialgleichungen (3.) hergeleitet. 
also den oben aufgestellte Satz vollständig bewiesen. Es ist wichtig, dass nach 
dem erhaltenen Ergebniss die in V enthaltenen « Constanten willkürlich gewählt 
werden können und nicht die Anfangswerthe g,, 9%, -.. q„ zu sein brauchen: 
denn zur Einführung der Anfangswerthe hat man Gleichungen aufzulösen oder 
Eliminationen zu bewerkstelligen, in den meisten Fällen also lästige Operationen 
auszuführen, die jetzt vermieden werden können. 

Ein Punkt des vorstehenden Beweises verdient eine nähere Erörterung. 


dq, 
Indem wir sahen, dass die für die Grössen eh aufgestellten Gleichungen (4.) 


dt 
ae ä Oo I „ 
auch für die Grössen TR gelten, schlossen wir hieraus, dass die Grössen 
i 
dq, ov . 5 . . . . 
7 und ey einander gleich sind. Zu diesem Schlusse sind wir aber nur 
a : > 
ı 


dann berechtigt, wenn die Grössen — durch das System linearer Gleichun- 


gen (4.) endliche und vollständig bestimmte Werthe erhalten. Dies findet nun 
bei einem System linearer Gleichungen immer statt, sobald die Gleichungen 
sich nicht widersprechen, oder sobald nicht eine oder mehrere eine Folge der 
übrigen sind. Im ersten dieser Fälle werden die Werthe der ‘Variablen un- 
endlich, im zweiten Falle unbestimmt; beide unterscheiden sich nur durch die 
Werthe der ganz constanten Terme, denn gesetzt, die letzte Gleichung eines. 
Systems folge aus den übrigen, so müssen diese mit gehörigen Coefficienten 
multiplieirt und addirt die letzte geben. Aendert man nun in der letzten Glei-- 
chung den ganz constanten Term um eine beliebige Grösse, so folgt sie nicht 
mehr aus den übrigen, sondern widerspricht ihnen. Beide Fälle kommen also 
darin überein, dass, wenn man die ganz constanten Terme auf die linke Seite 
schafft, die rechte Seite der einen Gleichung, etwa der letzten, sich als die 
Summe der rechten Seiten der mit gehörigen Faetoren multiplieirten übrigen 
Gleichungen darstellen lassen muss. Indem man für die in der letzten Hori- 
zontalreihe stehenden Coefficienten die hieraus hervorgehende Darstellung ver- 
möge der übrigen einsetzt, zerfällt die Determinante R der in Rede stehenden 
Gleichungen in eine Summe von Determinanten,‘ deren jede zwei zusammen- 
fallende Horizontalreihen besitzt, also verschwindet. Es wird daher auch R=0, 
und der Ausnahmefall, in welchem der obige Beweis ungültig wird, tritt also 
(insofern die Coefficienten der linearen Gleichungen endlich bleiben, was wir 
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immer annehmen). nur dann ein, wenn die Determinante der linearen Gleichungen 


verschwindet. Die Coefficienten der linearen Gleichungen (4.) sind 
Ei vr ElA 
On Ba... -O.da,;. 0a,0q,” 
4 ET oV 
DE.00, 0000, da, 09, 
'oy v7 ar 
0a. ,0g, ’ a ‚99, ? da, 9g, 
folglich kann man ihre Determinante auf die nachstehende doppelte Weise, 
ar 3 4 OR, 
OR 9 OR Er, 38 
R= I da, da, Mi 3-+ 99, 09, FAR Tu 
og, 09, 0g, da, du, ler? 
als Functionaldeterminante darstellen. Aus dieser doppelten Darstellung von R 
folgt beiläufig ein allgemeiner Satz über Functionen von 2« Variablen q,, 95 --- Qu; 
&,; &, -.. &. Wäre nun R=0, so wären nach No.5 der dreizehnten 
: : en. 2.5 oV j 
Vorlesung (p. 102) die Grössen 30° Zu" gg» als Functionen von 
1 2 u 


91, 98: 


: 1 oV 
zwischen 


Bet 
Qı> 9& --. Q„ nicht enthielte. 


dann zugleich zwischen oe 


Gleichung der Form 


sein soll. Damit nämlich 


Jacobi, Werke. 


RE 


a Fee 
existiren müsste, welche &, &, ... 


0=Flr RL 


d.h. eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die voraus- 


gesetzte Lösung V genügen müsste, und welche 


aber unmöglich, wenn V wirklich eine vollständige Lösung von 


V=fl 9,4, :--- 
dem Begriff einer vollständigen Lösung genüge, ist es nothwendig, dass man 
zur Elimimation der «+1 Constanten &,, &, ... 


Supplementband (Dynamik). 


... Qu betrachtet, nicht unabhängig von einander, d.h. es müsste 


@,, t eine Gleichung existiren, welche 


Aus der zweiten Darstellung von R folgt, dass 


oV ; z 
3 gs 92» + Qu, € eine Gleichung 
u 


Man hätte also eine 


(6) N) 
0q, i 


R, nicht enthielte. 


ev ov 
a, 


r 


a nicht enthält. Dies ist 


oV 
ER eh 


» 


Yu &ır Opı ra, )+C 


&,, © alle «+1 Differential- 
21 


yo. 


quotienten 
ren aı a re ev 8 
u, ao a are 
; oV of 
brauche. Kann man, auch ohne die Gleichung a anzuwenden, alle 
4-1 Constanten eliminiren, so dass man auf eine Gleichung der Form 
0r:::97 oV 
ee 
ut au 9g, 09, 9, 
kommt, und nehmen wir an, bei der Elimination der Constanten könne man 
von den Gleichungen (6.) nicht mehr als die eine Aa == =: missen, während 
jede der übrigen Gleichungen Fe = m dabei erfordert werde, so muss es 
möglich sein, einer der Üonstanten «,, &, ... «@, einen besonderen Werth 
beizulegen, ohne dass eine der Gleichungen a = = 7 zur Elimination der 


Constanten erforderlich zu sein aufhört. Denn zwischen « Gleichungen kann 
man im Allgemeinen nur #«—1 Grössen eliminiren. Die Constante, der man 
den besonderen Werth beilegte, ist daher überflüssig (supervacanea), und die 
Function f ist so anzusehen, als enthielte sie nur «—1 Constanten. Daher ist 


V=f+C nicht eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 
oV 


Sa, 
widerspricht. Die Determinante R kann also nie Null werden, mithin ist der 


Schluss, den wir bei dem Beweise der Gleichungen (3.) machten, gültig. 
Wir wollen zum Schluss dieser Vorlesung die partielle Differentialglei- 


+y— 0, sondern nur der Gleichung F—= 0, was unserer Voraussetzung 


chung — En he für die freie Bewegung von n materiellen Punkten wirklich 
le. In diesem Fall ist v= T— U, für die Grössen q sind die 3n Coor- 
dinaten &,, %,, 2; zu setzen, und d T=4&m(@’+yP+ 27) Ist, so folgt aus 


den Gleichungen p; = en ,‚ dass an die Stelle der Grössen p hier die Grössen 
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m, my, m, treten. Da gleichzeitig p = nn zu setzen ist, so hat man 


die Gleichungen 


no — a my, — ii ma a 
al en, EI I TE, ö2, 
oder 
i RE REITER ; 1 oV 
f m, : 0%,’ By 1 DR 


ir 


— 18 — 
Die Substitution dieser Werthe in 7 giebt 
| 1 oV\’ oV \? ; 
T-}2,,- ( + ): 


und da U eine blosse Function der Zeit und der Grössen q d.h. der Üoor- 
dinaten &,;, y,, und z, ist, so hat man 

2 

2)- 


1.) = +43 er ) +5 


Dies ist die ee Differentialeleichung erster Be von deren Lösung 
die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung in dem Fall abhängt, 


wo die Bewegung ganz frei ist, und wo eine Kräftefunetion U existirt, welche 
ausser den Coordinaten auch die Zeit ? explicite enthalten darf. Hat man eine 
vollständige Lösung der Gleichung (7.) d.h. einen Werth von V, der ausser 


der zu V hinzuzufügenden Constante 3n Constanten &, @y, ... &, enthält, so 
sind die für?=1, 2, .... 3n geltenden Gleichungen 

oV 

ER Bi 
die Integralgleichungen der für «= 1, 2, ... n geltenden Differentialgleichungen 


der Bewegung 
da, OU d’y, . OU dz, 9©U 


M, = m, u M. == 
’ de OR, Wr 4. 02, ’ 


deren erste Integralgleichungen in dem System 
el A. ER de, 
ER BE re a. 


ı 1 


enthalten sind. 


Einundzwanzigste Vorlesung. 


Untersuchung des Falles, wo t nicht explicite vorkommt. 


Eine besondere Betrachtung erfordert der schon oben hervorgehobene 
Fall, in welchem ? in w nicht vorkommt. In diesem Fall kann die partielle 


ae v=(0 auf eine andere, welche eine Variable 


weniger enthält, zurückgeführt werden. Dies beruht auf einer sehr merk- 
würdigen Transformation der partiellen Differentialgleichungen, durch welche 


Differentialgleichung 
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die eine der unabhängigen Variablen und der nach derselben genommene par- 
tielle Differentialquotient ihre Rollen vertauschen. 


Es werde z als Function der n Variablen &,, &, ... x, angesehen, so 
dass, wenn P, Pa --- ?„n die nach ©, %, ... x, genommenen :partiellen 
Differentialquotienten von 2 bedeuten, 

(1.) dz — p, da, +p,da, + +p,de, 


ist. Indem man das Glied p,dx, auf die linke Seite schafft und überdies z,dp, 
auf beiden Seiten abzieht, verwandelt sich die Gleichung (1.) in 


d(z—p, La) en dp, +P, da,+-+p,da, 
also, wenn wir 


(2.) ET Pp AL 
setzen, in 
dy = —ı, dp, +P; da, + +p, da. 
Daher hat man, wenn y=2z—p,x, als Function von p,, &, 13, -.. I an- 
gesehen wird, 
RR Our a _ ER 
op, a ©) om, — Pa Ber BESENS dx, en 


Genügt nun z der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 


BDA DD Ps Dee r(a, ae: 02: 0 d2 \ 


Om ae 
und führt man anstatt z die neue Variable y= 2 —p,x,, anstatt x, die neue 


Variable — 


. = ein, ‚so verwandelt sich die partielle Differentialgleichung (3.) in 
22 0 YO °y ) 
(4.) 0 rl, Vgy Hyy re. DV, Pı> da, ’ Öx, Er dx, . 
Diese Transformation, welche sich im dritten Bande von Eulers Integralrech- 
nung findet, ist besonders dann von Wichtigkeit, wenn x, in (3.) nicht vor- 


kommt; denn alsdann kommt gleichzeitig 2 in (4.) nicht vor, und es kann 


daher p, bei der Integration als Constante angesehen werden. Wenden wir 
dies auf die Gleichung 
or ( OVP. AOR ) 
©.) TB Ir Gar a Sur qq’ 69, nn og, 


an. Da in w kein ? vorkommt, so tritt in den oben gegebenen Formeln t an 


die Stelle von x. Für ? ist jetzt eine neue unabhängige Variable 
nd 
ot? 


» 


| 2 All nenmeund 
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für V eine neue abhängige Variable 
oV 


En Baar: — V—ta 
einzuführen, so dass 
ni an 
da 
wird, und 
er, 0% Br .0W er. GW. 
00 et ee, 


Wir können die Formeln für diese Transformation auch beweisen, ohne 
die Differentialgleichung 


oV 
aV = p.dg, +9, dtp, dq, + —r 


ot 
zu .benutzen. In der That, V ist eine Function von Z, 9,, 9% -.. qQ„ und von 
den willkürlichen Constanten &, &, .... Setzen wir nun 
oV 
Wi as 
und führen in W für ? eine neue Variable & vermittelst der Gleichung 
oV 
Far 


ein, so wird ? eine Function von & und von den ausser {in V vorkommenden 
Grössen, und 

W= V—ta 
wird eine Function von «@, q,, 9, -.. Q„ und von den Constanten @&,, &, .... 
Unter Berücksichtigung der verschiedenen Bedeutung der Differentiationen für 
die Functionen V und W hat man daher 


oW 8 & öt 
Bi TO a ee 

m er dv 
Bo N ae 
a :07: a OO 


Dr Ay? da, a de: 00 
Wenn also nach unserer Annahme in der Function y der Gleichung (5.) 


die Zeit £ nicht explieite vorkommt, so führt man durch die Gleichungen 
oV oV 
re er ir 


für t und V die neuen Variablen « und W ein und transformirt hierdurch (5.) in 
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oW 0W oW 
(6.) a+w(g. ee ee 2 —=(. 
Nach Integration dieser Gleichung findet man V aus der Gleichung I = 
welche, nachdem = -u,t= a darin substituirt worden ist, in 
‚S aWw 
V=W-a ER 


übergeht. In V muss überdies statt « wiederum ? eingeführt werden und zwar 
vermittelst der Gleichung 


oM . .; 
00 i 
welche nach « aufzulösen ist. 

Es scheint auf den ersten Anblick, als wenn auf diesem Wege aus einer 
vollständigen Lösung W der Gleichung (6.) noch keine vollständige Lösung V 
der Gleichung (5.) folgte. Da in W die Anzahl der Constanten w beträgt, so 
müssen in der abgeleiteten Lösung V daher ebenfalls « Constanten vorkommen. 
Soll V aber eine vollständige Lösung sein, so muss sie «+1 Constanten ent- 
halten. Diese fehlende Constante kann man indessen leicht hineinbringen. Da 
so wird 
eine Lösung V der Gleichung (5.) nicht aufhören eine solche zu sein, wenn 
man ? um eine willkürliche Constante vermehrt oder vermindert, also t—r an 


Stelle von ? setzt. Dadurch verwandelt sich die zwischen V und W bestehende 


nämlich ? selbst in Gleichung (5.) nicht vorkommt, sondern nur 


Transformationsformel W = ne in 
W=V-—(t— 1) ı —= V—elt—r), 
en oW 

und ? wird nicht mehr durch die Gleichung 35 = 5 sondern durch die 
Gleichung 

RE 

Mi 
eingeführt. Alsdann enthält V die genügende Anzahl «-+-l von Üonstanten, 
nämlich die «—1 Constanten @&,, &, ... @,_,, welche ausser der additiv zu 


W hinzuzufügenden in W vorkommen, die additive Constante selbst und die 
mit £ verbundene Constante r. Die Integralgleichungen der isoperimetrischen 
Differentialgleichungen sind daher 
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oV oV oV oV 
Sn = 5; ge a PER re —=?ß,_, und ee Const. 
Da r nur in der Verbindung £—r vorkommt, so ist 
Run 
RER ot." 
also kann die letzte der « Integralgleichungen durch 
— Üonst. 


ersetzt werden. Hieraus geht hervor, dass die Gleichung a — e, mittelst 


deren wir @ für ? einführten, ein Integral ist, und dass « als Constante be- 


trachtet werden muss. 


Wie wir gesehen haben, sind die beiden Gleichungen = —=e und 


50 — 't gleichbedeutend, überdies sind die partiellen Differentialquotienten 
v e un s . . 
und nn wo ? eine der Zahlen 1 bis «—1 darstellt, einander gleich; 


also kann man die Integralgleichungen auch, ohne V zu Hülfe zu nehmen, un- 
mittelbar durch W darstellen und erhält dieselben unter der Form 


oW oW oW oW 
(7) 7 Sy Bi; da, er ß,; ER, u, = Pu-ıs BE = T—t. 
Ebenso kann man das System der ersten Integralgleichungen 
Bea EV. 
0g, Pi Er — Pr +» 0q, ua 9 
n oV EM 3% 
durch W darstellen und erhält, da FW” ist, dasselbe unter der Form 
8) Bm. oW_ 
x og, =Pın 89, = P; Re 0q, u 


Im Fall der Mechanik ist v= T—UÜ, und man hat daher den Satz: 
Wenn die Kraftefunction U die Zeit t nicht expleite enthält, so dass der 
Satz der lebendigen Kraft gilt, so drücke man die halbe lebendige Kraft T durch 


dıe Grössen q, und p, = gr aus. Hierauf setze man in der Gleichung der 
lebendigen Kraft, 
0=a+v=a+T—U, 


— an Stelle von Pi; so dass diese Gleichung in eine partielle Differential- 


oq 


i 
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gleichung für W übergeht. Kennt man eine vollständige Lösung derselben, 
welche ausser der mit W addıtiv verbundenen Constanten die w—1 Üonstanten 


&, &y ... &u, enthalt, so sind 
oW oW RN OW.. 
ne Er ER Da Pur ge. t 


die Integralgleichungen der Differentialgleichungen der Bewegung, zu welchen man 
noch die Gleichungen 
aw: 0m oW oW_ 
3 Pe See VE a. dg, Ser 
als das System der ersten Integralgleichungen hinzufügen kann. 
Die 2«# in den Integralgleichungen enthaltenen Constanten sind 
ER RR 
Bir Par --- Bun 7 
Im Fall eines ganz freien Systems ist «= 3n, zugleich treten an die Stelle 
der Grössen p, die Grössen 
ma, MY, mM2; 


t 


es wird 
1 N2 IN? IN? 
T=}+23 u + (my) +(m,2)\ 


und die partielle Differentialgleichung nimmt die Form an: 


1 oW\?’ (7) ())- 
le 


Zweiundzwanzigste Vorlesung. 


Lagranges Methode der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 

zwei unabhängigen Veränderliche Anwendung auf die mechanischen Probleme, welche nur 

von zwei Bestimmungsstücken abhängen. Die freie Bewegung eines Punkts in der Ebene 
und die kürzeste Linie auf einer Oberfläche. 


Nachdem wir die mechanischen Probleme auf die Integration einer nicht 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zurückgeführt haben, 
müssen wir uns mit der Integration derselben, d.h. mit der Aufsuchung einer 
vollständigen Lösung, beschäftigen. 

Im dritten Theil von Zulers Integralrechnung kommen sehr schöne 
Untersuchungen über die Integration der partiellen Differentialgleichungen vor. 


nie il a en 
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Er behandelt zwar immer nur besondere Fälle, indessen ist er so glücklich in 
der Auffindung derselben, dass sich meistentheils durch die später gefundene 
allgemeine Methode seinen Resultaten wenig oder nichts hinzusetzen lässt. 
Eulers Arbeiten haben überhaupt das grosse Verdienst, dass überall die Fälle 
möglichst vollständig angeführt sind, in welchen sich durch die angegebenen 
Methoden und Mittel Probleme vollständig auflösen lassen. Seine Beispiele 
geben daher immer den ganzen Inhalt seiner Methoden nach dem damaligen 
Stande der Wissenschaft, und es ist in der Regel eine Bereicherung derselben, 
wenn man den Eulerschen Beispielen ein neues hinzusetzen kann, da ihm selten 
ein durch seine Mittel lösbares entgangen ist. 

Lagrange hat seine allgemeine Integrationsmethode der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung, welche ein durchaus neuer Gedanke in der 
Integralrechnung ist, zuerst in einer Abhandlung gegeben, welche zu den 
Schriften der Berliner Akademie vom Jahre 1772 gehört. In dieser Abhand- 
lung ist die Zurückführung der nicht linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung auf lineare enthalten; es werden die Begriffe der vollständigen 
und allgemeinen Lösungen aufgestellt, die letzteren aus den ersteren hergeleitet 
und die Methoden zur Auffindung der vollständigen Lösungen angegeben. Alles 
beschränkt sich aber nur auf den Fall von drei Variablen, von welchen zwei 
von einander unabhängig sind. Lagranges Methode ist folgende: 

Es sei die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

a, 2,9) 
vorgelest, wo x, y die unabhängigen Variablen sind, z die abhängige, und 
02 02 
Dr Vase ay’ 
sodass zwischen den Differentialen der drei Variablen die Relation 
dz = pda—+-gdy 
besteht. Die vorgelegte Differentialgleichung gebe, nach g aufgelöst, 


g=xla, y 2 P); 


dann hat man 
dz = pde+x(z, y, 2, p)dy. 

Um eine vollständige Lösung z zu finden, d.h. eine Lösung, welche 
zwei willkürliche Constanten enthält, ist es offenbar nur nöthig, einen Werth, 
p=&(x,y,2,a) zu finden, welcher, in den Ausdruck pdr+xdy substituirt, 
denselben zu einem vollständigen Differential macht, worauf z aus der Gleichung 
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dz = pdx+ydy zu bestimmen übrig bleibt. Das Letztere erfordert die Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung, durch welche in 
2 ausser a eine zweite Öonstante b eintritt. Es kommt also darauf an, p als 
Function ® von &, y, z und einer willkürlichen Constante «a so zu bestimmen, 
dass der Ausdruck pd@e+x(2,9,2,p)dy ein vollständiges Differential wird. 
Hierzu ist erforderlich, dass p nach y differentürt denselben Werth gebe wie x 
nach x differentürt, d.h. es muss die Gleichung 


ap. Op: RRBE 0% ( op ©2 
Bei: Da Dede ee +) 


oder | 
e) 6, x 0 Ö 6) 6) 
KR 5 BER Pl) 
erfüllt werden. Dies ist, da xy eine bekannte Function von &, y, 2, p ist, 
eine lineare partielle Differentialgleichung für p, welche drei unabhängige 
Variable x, y, z enthält, und das vorliegende Problem ist also darauf zurück- 
geführt, von dieser linearen partiellen Differentialgleichung für p eine Lösung 
p = ®(a, y,2, a) mit einer willkürlichen Constante « zu finden. Der Umstand, 
dass man nur eine solche Lösung zu kennen braucht, wird von Lagrange um- 
ständlich hervorgehoben. 
Betrachten wir jetzt allein den Fall, wo z selbst in # und daher auch 
in x nicht enthalten ist, wo also die vorgelegte partielle Differentialgleichung 


die einfachere Form 
(1.) Da, y,Pp NOV 
hat. In diesem Fall kann man auch p als Function von &, y, a ohne z so 
bestimmen, dass pde+yxdy ein vollständiges Differential wird. Da jetzt sowohl 
= als = verschwinden, so reducirt sich die lineare partielle Differential- 
gleichung für p auf 
6) 
ee 6 
pP Ow oy 0x 
Statt aber anzunehmen, die gegebene partielle Differentialgleichung (1.) 
wäre nach q aufgelöst, wollen wir dieselbe vielmehr in ihrer ursprünglichen 
Gestalt in die Rechnung einführen. Denken wir uns ferner die Gleichung 
p=@&(x,y,a) nicht nach p, sondern nach a aufgelöst, also auf die Form 


f(& y, pP) = « gebracht, so haben wir uns der Formeln 


OD op 
4 __0g da o% ög op 
a a ee 
72 [72 
of of 
Op 72 op.” oy 
a tz 
2 op 


zu bedienen, und indem wir diese Werthe in die obige lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung für p einsetzen, geht dieselbe in die folgende lineare partielle 
Differentialgleichung für f über: 


FL 200: BR :2 2) BER 2) 
2) FT 


Kennt man von derselben eine Lösung f ohne Constante, so bedarf es im vor- 
liegenden Fall zur Bestimmung der vollständigen Lösung z von (1.) keiner 
weiteren Integration einer Differentialgleichung. Denn wenn man jene Lösung f 
einer willkürlichen Constanten a gleich setzt und aus der Gleichung 


f (2, Y5 p) = 
in Verbindung mit der vorgelegten Differentialgleichung 


?(a,y,pQ)=) 
p und q als Functionen von x und y bestimmt, so sind dieselben von der 
Beschaffenheit, dass pde-+-qgdy ein vollständiges Differential wird, da die dafür 
erforderliche Bedingung (2.) erfüllt ist, und man erhält daher z aus der Formel 


2 — ((pdo+gdy) 


durch blosse Quadratur, so dass die zweite in der vollständigen Lösung z ent- 
haltene willkürliche Constante additiv mit z verbunden ist, was sich voraussehen 
liess, da in Gleichung (1.) z selbst fehlt. 

Es kommt also nur darauf an, eine Lösung der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung (2.) zu finden, in welcher die partiellen Differentialquotienten 


PB 0 0 e : i 

Er, Yermoge der Gleichung (1.) als Functionen von x, y und p ohne 9 
dargestellt vorausgesetzt sind. Aber bekanntlich ist diese lineare partielle 
Differentialgleichung (2.) nichts anderes”), als die Definitionsgleichung derjenigen 


*) Siehe zehnte Vorlesung p. 75. 
22° 


Funetionen f von &, y, p, welche einer Constanten @ gleich gesetzt ein Integral 
des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 


(3.) da: dy:dp = -—— 1a: 


geben. Die ganze Untersuchung ist also darauf zurückgeführt, ein Integral des 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen (3.) zu finden. 

Wir können dieses Systems noch dadurch vervollständigen, dass wir 
vermittelst der Gleichung # — 0 die Grösse aufsuchen, welcher dg proportional 
ist. Die Gleichung # — 0 differentürt giebt 


op [61 7} [02 [01 7 


dg—=Q. 


dx E72 | 
Aber ‚nach den Differentialgleichungen (3.) hat man die Proportion 
op OB 
dx > dp = op re a? 
| IB RER EN op op 
so dass a ae dp für sich verschwindet; es muss daher auch 7% dy—+ Er dq 


für sich verschwinden, und man erhält 


Be: 
dy R dq u q 2— a 
Das System (3) lautet daher vollständig: 


oo Bw 
Cr 
ein in Beziehung auf x und p einerseits, und y und q andererseits symme- 
trisches Resultat, woraus die Richtigkeit der Rechnung hervorgeht. Dieses 


(4.) da:dy:dp:dgq = 


System tritt an die Stelle von (3.), wenn wir die Integrationsmethode dahin 
verallgemeinern, dass wir in die Function f auch q eintreten lassen. Wir 
können nämlich die Gleichung f(x, y, p) = «a als das Resultat der Elimination 
von q zwischen einer Gleichung 

(5.) Fayp N) u 
und P(z, y,p, qQ) = 0 ansehen, so dass, wenn, wie oben, x den aus der Auf- 
lösung der Gleichung # — 0 hervorgehenden Werth von q bezeichnet, identisch 


Fa, y,p, X) = f(@, YP) 
wird. Daher muss F(x, y, p, x) der linearen partiellen Differentialgleichung (2.) 
genügen, was für F zu der Differentialgleichung 


OB OoF oo oF 08 OF le X, 0 x 08 2) 


Day 


Sp du " dg dy dx p 
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führt. Aber da x die Gleichung #(z, y, p, x) = 0 identisch befriedigt, so 


hat man 


au E23 E27 
nr a SL 
u Be ek 
% % % 
Hierdurch redueirt sich der auf der linken Seite der obigen Gleichung in . 


multiplieirte Ausdruck auf — er ‚ und man erhält 


0% 
a om or om OR ömor om or 
Op 0x  0dqg dy Gm Op 09.0.’ 


woraus hervorgeht, dass F=a in der That ein Integral des Systems von 
Differentialgleichungen (4.) ist. Da f(x, y,p) = «a das Resultat der Elimination 
von g zwischen Fa, y,p,)=a und P(a,9y,p,qQ)=0 ist, so folgen aus den 
Gleichungen F(a,y,p,g)=a und P(x,y,p,gq) = 0 dieselben Werthe von p 
und 9, wie aus f(a,9,p) = a und P(x,y,p, Q)= 0. DBerücksichtigt man über- 
dies, dass #— 0 ein Integral der Differentialgleichungen (4.) ist und zwar ein 
allgemeines, wenn in der Function ® eine additiv mit derselben verbundene 
Constante enthalten ist, sonst aber ein particulares, so kann man das gewonnene 
Ergebniss in den folgenden Satz zusammenfassen: 
Ist die partielle Differentialgleichung 


1.) P(a,y,p =) 
gegeben, wo pP = nn k 5 so bilde man das System gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen 


OB OB op op 
(4.) de 
Kennt man von demselben ausser dem a priori gegebenen Integral ® —= 0 noch 
ein zweites, 
©.) F@,y PN) 4 
so bestimme man aus (1.) und (5.) p und q als Function von x und y; dann 
erhält man z durch die Formel 


£= f (pde+gdy) 
vermattelst einer blossen Quadratur. 


Die Gleichungen (4.) sind von derselben Form, wie die Differential- 
gleichungen der Bewegung, nur sind an die Stelle der Grössen q,, 9, Pıs Ps» 
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ve, W hier die Grössen z, y, p, 9, ®, z getreten. Folglich erhalten wir 
eine neue Integralgleichung von (4.), wenn wir z nach einer darin enthaltenen 
willkürlichen Constante differentiren und das Resultat einer anderen willkür- 
lichen Constante gleichsetzen. Eine solche in z enthaltene Constante ist a, wir 
haben somit in der Gleichung 


5 (er du 1 4) =b 


das dritte Integral des Systems (4.). Dass wir zu demselben durch blosse 
Quadratur gelangt sind, ist ein bedeutender Nutzen, den wir aus der Zurück- 
führung des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen (4.) auf die partielle 
Differentialgleichung (1.) gezogen haben. Fügen wir, um die Analogie der 
Differentialgleichungen der Bewegung vollständig durchzuführen, zu der Pro- 
portion (4.) auf der linken Seite di, auf der rechten 1 hinzu, so wird, wie wir 
in der vorigen Vorlesung gesehen haben, ? durch die Gleichung 


02 __/([f Op 09 Br 
af A 3 4y) = ER 


bestimmt, wo « die n = w-+-.e enthaltene Constante ist. 

Nachdem Hamilton die Zurückführung der dynamischen Differential- 
gleichungen auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung gefunden 
hatte, brauchte man also auf dieselbe nur die seit 65 Jahren bekannten 
Methoden anzuwenden, um für alle Probleme der Mechanik, welche nur zwei zu 
bestimmenden Grössen, g, und g,, enthalten, ein wichtiges Resultat zu gewinnen. 

Gilt für die betrachteten mechanischen Probleme der Satz der lebendigen 
Kraft, so hat in der Gleichung 0 = # —= «e-+y die Function w den Werth 

Ele a PR 
die Gleichung 
T=U-oe, 
welche den Satz der lebendigen Kraft ausdrückt, und in welcher U eine Function 


von 9,, 9 allein, 7 eine Function von q,, 93, Pı, Ps ist, geht nach Einsetzung der 
Werthe p, = er. = En. in die partielle Differentialgleichung für W über, 
1 2 


und die Differentialgleichungen der Bewegung heissen 


Re RR AR 0 
dt: dg,: dgq,: dp,: dp, =1: op, Op, ; Be 9 N: 


Das zur Bestimmung der vollständigen Lösung W nothwendige zweite von £ 


Th A im a ck A aan in n 
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freie Integral dieser Differentialgleichungen sei 


F(q.; VER a, 4a, 
alsdann hat man 


W—=((p, dq, +p.d9,), 


das dritte von £ freie Integral der Differentialgleichungen der Bewegung ist 
BW._., 


da 


l 
9 


und 2 wird durch die Gleichung 


—.——-—=r—t 


0@ 
eingeführt. Dies Resultat kann man unabhängig von der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen so aussprechen: | 
Wenn man für ein Problem der Mechanik, welches nur zwei zu bestimmenden 
Grössen, q, und gs, enthält, und in welchem der Satz der lebendigen Kraft T = U—« 


gilt, ausserdem noch ein Integral F(q,, 93, Pı, Pa) = a kennt, wo p, = ne 
= I so bestimme man aus den Gleichungen v= T-U= —ae und F=a 
2 


die Grössen p, und p, als Functionen von 9, 9, a und ea; dann sind die beiden 
übrigen Integrale durch die Gleichungen 


op, Op, )- 
K da dg,+ da 4); 


op, OP; )- 
K 0a at oa int 


gegeben, sodass ın diesen wier Integralen die vollständige Integration der Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung, d. h des Systems 


a 
0932,00, 108; 


dt:dg, : dg,: dp,: dp, =1: = > 
f ı 
enthalten. ıst. 

Dies sind ganz neue Formeln; sie gelten z. B. für die Bewegung eines 
Punkts in der Ebene oder auf einer krummen Oberfläche, wenn der Satz der 
lebendigen Kraft gilt. | 

Für die freie Bewegung in der Ebene hat man, wenn die Masse des 
Punkts der Einheit gleich gesetzt wird, 

de _aU dy _aU 
a EBEN 5 
T=t@’+y”), 
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und der Satz der lebendigen Kraft ist in dem Integral 

a’4y) = U-a 
enthalten. Kennt man ein zweites Integral, d.h. eine zweite Gleichung, nach 
welcher eine Function von x, y, «', y' einer willkürlichen Constanten a gleich 
wird, und bestimmt man aus beiden « und y’ als Functionen von &, y, a, @, 
so ist die Gleichung der Trajectorie 


wa 


und die Zeit wird durch die Gleichung 


EP: n 
f (Fe ee 
ausgedrückt. 


Diese Formeln habe ich als die einfachste Frucht der Zurückführung 
mechanischer Probleme auf partielle Differentialgleichungen bereits im Jahre 
1836 der Pariser Akademie mitgetheilt. Bei dem Interesse, welches dieselben 
in Anspruch nehmen, und da sie sich auf den elementarsten Fall der Mechanik 
beziehen, verdienen sie in den Lehrbüchern derselben eine Stelle zu finden. In 
den Unterricht an der polytechnischen Schule sind sie bereits übergegangen. 
Porsson hat in Liowvilles Journal”) einen Beweis oder vielmehr eine Verification 
derselben gegeben. | 

Ein zweiter in den obigen Formeln enthaltener Fall ist der, wo sich ein 
Punkt, nur von einem anfänglichen Stoss getrieben, auf einer gegebenen Ober- 
fläche bewegt. Ein solcher Punkt beschreibt die kürzeste Linie, deren Be- 
stimmung von einer Differentialgleichung zweiter Ordnung abhängt. Nach den 
früheren Betrachtungen ergiebt sich, dass, wenn man von dieser Differential- 
gleichung ein Integral kennt, man hieraus die zwischen den Coordinaten allein 
stattfindende Gleichung der Trajectorie durch blosse Quadratur ableiten kann. 
Da in diesem Falle die Kräftefunetion U verschwindet, so wird die partielle 
Differentialgleichung 

T+ae—=0. 
Sind x, y, z die Coordinaten des sich bewegenden Punkts, so wird 


ds )- da’ + dy’+-de? 


he (& dt? 


*) Bd. 2, p. 335. 
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Man sehe x, y als die oben mit q,, 95 bezeichneten Bestimmungsstücke an, dann 
hat man den aus der Gleichung der Oberfläche hervorgehenden Werth 


dz = pda+gdy 
einzusetzen und erhält 


op de tdy’Hlpdetgay) 
dt? 
oder 
2er Hoerm): 
Sind &, n die oben mit p, Ps bezeichneten Grössen, so wird 


oT : 
== etrlpe+): 


a 
Ta IT: 


pm = Au+rp' +) (pe tay). 
Indem man 
A 14p’+9° 
setzt, findet man durch Auflösung nach «', y' 


"= 5— (pi+m), 


y—1— (pt), 


a En m nn N a DE nn a 


und da man auf 7, als homogene Function zweiter Ordnung in «’ und y', die Formel 
an... 0 
ua, oy 
anwenden kann, so ergiebt sich 
| Dr EHEN, — EDEN 
Die partielle Differentialgleichung in W wird daher: 


oW\’ oW\’ oW oW 
— Hg? ET N RR N RATE 2 2 
ne. 2 “4 N) >pq O2  Oy ONE) 


pin y—&ltıy' 


Diese Gleichung lässt sich durch Einführung zweier neuen Variablen an Stelle 
von x und y in mannigfacher Weise transformiren. Ein Beispiel dafür wird in 
der Folge die Substitution liefern, mit deren Hülfe wir die kürzeste Linie auf 
dem dreiaxigen Ellipsoid bestimmen. 
Die angeführten Fälle gehören zugleich zu den Anwendungen des Princips 
des letzten Multiplicators, welches die letzte Integration bei mechanischen 
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Problemen mit beliebig grosser Anzahl von Bestimmungsstücken leistet. Wir 
sind so durch ganz verschiedene Betrachtungen zu demselben Resultat gelangt. 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. 


Reduction der partiellen Differentialgleichung für diejenigen Probleme, in welchen das 
Princip der Erhaltung des Schwerpunkts gilt. 


Wir wollen jetzt untersuchen, welcher Nutzen für die partielle Diffe- 
rentialgleichung aus dem Principe der Erhaltung des Schwerpunkts zu ziehen ist. 

Sobald sich die Variablen so wählen lassen, dass eine derselben in der 
partiellen Differentialgleichung T=U—« nicht selbst vorkommt, sondern nur 
der nach dieser Variablen genommene Differentialquotient von W, so können 
wir durch dieselbe Art der Transformation, durch welche W aus V hergeleitet 
wurde, die in Rede stehende Variable aus der Differentialgleichung fortschaffen 
und so die Anzahl der in ıhr vorkommenden Variablen vermindern. 

Betrachten wir den Fall eines freien Systems von n materiellen Punkten, 
wo T=12nm(0’+y +2), so haben wir (siehe einundzwanzigste Vorlesung 
p. 168) die partielle Differentialgleichung 

1 oW)’ oW]’ oW7’ 
“> le) 


i 


Gilt das Prineip der Erhaltung des Schwerpunkts, so hängt U nur von den 
Differenzen der Coordinaten ab, also lässt sich, wenn man 

| gen m, H=m—ln 0. 1 m1— En 

setzt, U, als Function der x-Öoordinaten betrachtet, bloss durch die Grössen & 
darstellen. Bezeichnet man die partiellen Differentialquotienten von W mit 


eckigen Klammern, wenn man W als Function von &,, &, ... x,, und ohne 
dieselben, wenn man W als Function von &,, & ... &,_,, &, ansieht, so erhält man 
A ea): = aW 
ER Daraa- Aal BE Hein SE Ba RE 
ie Kai oWw ow\ ow 
Be Su ENDE u a ie El day’ 


und mit Benutzung dieser Formeln. ergiebt sich für die in Gleichung (1.) vor- 


kommende Summe & : Be die neue Darstellung 
Mm; 08; 
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e 1 [oW7’ L.WN IF OW oW\? 
2.) En | | ER FE 5) ne = O8, ) ? 
wo die auf das reihende Element » sich beziehende Summe von 1 bis n, die 
auf das reihende Element s sich beziehenden von 1 bis n—1 auszudehnen sind. 
Nach Einführung dieser Darstellung in die partielle Differentialgleichung (1.) 
sind die ursprünglichen Variablen &,, %, ... 2,1, 2%, vollständig Hörch &,, 
&, 2... Eu, 2, ersetzt, und die Variable x, kommt nicht mehr selbst vor, 
sondern nur die nach derselben genommene Ableitung von W. Daher ist für 


x, die neue Variable «' vermittelst der Gleichung 


Wi 2 
=( 
OR 
einzuführen und für W die neue als Function von $&, &, ... &,_, und «@ an- 


zusehende Variable 


WW 


wo «, eine willkürliche Constante bedeutet. Mit Benutzung der Gleichungen 


oWw 08W 8W, _8W 3W, _ 0W 
le De a Narr RE 
geht der Ausdruck (2.) jetzt in 
1 [ow]: 1 foWwN#i1T , aw‘: 
ee =) 


über, und indem man die rechte Seite von (3.) in (1.) substituirt und berück- 
sichtigt, dass bei der Differentiation nach y; oder z, die Ableitungen von W und 
W, einander gleich sind, verwandelt sich (1.) in eine partielle Differentialgleichung 
für W,, in welcher die Variable «' nur selbst vorkommt, aber nicht der Diffe- 


rentialquotient ne Um von den Variablen «@ und W, wiederum rückwärts 


den Uebergang zu x, und W zu machen, bedient man sich der Gleichungen 
aan, W=W,—a« an. 

Man kann den Ausdruck (3.) noch mehr vereinfachen, wenn man die 
in Beziehung auf die partiellen Differentialquotienten der abhängigen Variable 
linearen Glieder durch eine neue Transformation herausschafft, die der Reduction 
der Gleichung eines  Kegelschnitts auf seinen Mittelpunkt analog ist. Setzt 
man nämlich 

W= W2g, &; 


WO > 935 »-- 9n-ı noch zu bestimmende Constanten bedeuten, so dass 
28. 


we 
O5 ae 
wird, so geht der Ausdruck (3.) ın 
:foWP- ram dh ERAE 
a 2 Fl=-3 rn) +2 


über. Sei s’ einer der Indices s. Sucht man auf der rechten Seite von (4.) 


das in die erste Potenz ‘von ur multiplicirte Glied auf und setzt seinen 


Coefficienten gleich Null, so erhält man 


= 
5.) ae 
Mm; My 
Diese Gleichung muss für die n—1 Werthe von s’ gelten. Multiplieirt man 
dieselbe mit m, und summirt von !=1 bs «=n-—1, so ergiebt sich zu- 


nächst der Werth von &g,, nämlich 
Sm, a' Im, 
a N nen une 
(1+ My )>«. My’ 
oder wenn man wie in der dritten Vorlesung die Bezeichung 
M= m +m, + +m, = Im tm, 
einführt, 


Indem man diesen Werth in (5.) einsetzt, findet'man für g, den einfachen Werth 


r 


I, —— Ms 
so dass die Transformationsformel von W, in W, folgendermassen bestimmt ist: 
a 
(6.) W=W4+ mE 
Durch Substitution der Werthe von g, in (4.) wird der von den Grössen m 
unabhängige Theil jenes Ausdrucks 
asia BE 
a a an 
und man erhält 
1 = I (=) 1 =) er 
2 al atee)tE 


Wenn man diesen Ausdruck in die Gleichung (1.) 'einsetzt und berücksichtigt, 
dass W, von W, um Grössen unterschieden ist, die von den Variablen y, und 
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2, nicht abhängen, dass also bei der Differentiation nach %, oder z, nicht nur 
die Ableitungen von W und W,, sondern auch die von W, und W, einander 
gleich sind, so geht die Gleichung (1.) in eine partielle Differentialgleichung 
für die abhängige Variable W, über. Diese Differentialgleichung enthält nicht 
mehr 3n unabhängige Variable &,, y,, 2,, sondern nur noch 3n—1; denn die 
n Variablen « sind ‘durch die n—1 Variablen & ersetzt, und die neu eingeführte 
Grösse «@' ist als Constante zu betrachten, da der nach derselben genommene 
Differentialquotient von W; nicht vorkommt. Nachdem man die partielle 
Differentialgleichung für W, integrirt und vermöge Gleichung (6.) W, aus W, 
bestimmt hat, geschieht, wie schon oben bemerkt, die Einführung von x, ver- 


a F oW, : 
möge der Gleichung a EI Is welche nach Ersetzung von W, durch W, in 
[04 
oW, | 
Gy &n ee Pape af Zm;&, 


übergeht. Diese Gleichung ist zugleich ein Integral der Differentialgleichungen 
&, welche sich auf die partielle Differentialgleichung (1.) zurück- 
führen lassen, und zwar dasjenige, welches nach Aufstellung der zwischen den 


3n—1 Variablen &,, y, und z, bestehenden Integrale hinzuzufügen ist, ganz 


or — Au durch welche hierauf { ein- 
0a 0a 


geführt wird, zugleich das letzte Integral bildet. 


der B ewegun 


ähnlich, wie die Gleichung r—t = 


Setzt man die beiden Transformationen 


‚oW 
W=W-a En —=W —«a (d,— %), 


a 
h M 
zu einer zusammen, so ergiebt sich die Formel 


w,— W- 


WwW=W-+ 


Im; 


a in ; 
— MEERE R,, 
M a 


in welcher man indessen, da W selbst in Gleichung (1.) nicht vorkommt, wegen 
der mit W verbundenen willkürlichen Constante das Glied «'«, weglassen kann. 

So wie durch diese Transformation die n Variablen x, der partiellen 
Differentialgleichung (1.) auf die n—1 Variablen & = x,— x, zurückgeführt 
worden sind, so kann man durch zwei neue Transformationen derselben Art 
die 2n Variablen y, und 2, auf die 2(n—1) Variablen ,=y,—y, und &= 2,—z, 
zurückführen, und wenn man schliesslich alle Transformationen zu einer zu- 
sammensetzt, so erhält man folgenden Satz: 


. — 12 — 


Im Fall eines freien Systems von n materiellen Punkten, für welches sıch 
die Differentialgleichungen der Bewegung auf die partielle Differentialgleichung 


LI oW% [087 oW]’ 
(1) 12, a] z 54 +| 02, | |= hr 
zurückführen lassen, setze man 
Lenin Bmm—l 225 En na) 
HRrNHTIITWRERHTUI SEE ET a FEHLT 
er m Gun —m ::. 1 An Zn 


und führe für W eine neue abhängige Varrable 
See ß “ 
2 == W- M Im — Tg my MR; 


ein; dann verwandelt sich die partielle Differentialgleichung (1.) in 
1 ((32\: ee) (2) 1 (2) ( a ( a & 
8) lt) + Ja Pe 2.) 


wo 


a? + By"? 
2M 
Nach Integration dieser partiellen Differentialgleichung für 2 werden die Variablen 
&,, Yns 2, durch die Gleichungen 
> | > | 5 


P=a+ 


En er ”® rar zm m. Pe en Fr +7 Tr Yo—2, a r oc ZmS, 
eingeführt, und os wird die a t durch die er 
T—-t— 
ae: 


bestimmt. Da sich aber die vier Öonstanten «', ß', y' und @ zu der einen 
Constante £ vereinigt haben, so hat man 
2. da 90 Po 2a Yoaa on 00 


a. Mo’ MB’ DM 
und hierdurch gehen die obigen vier Gleichungen in die folgenden über: 
02 
2 
ud 


Die letzteren drei Formeln stimmen mit En in der dritten Vorlesung (p. 17 


ee a ee 


I REN 


er a. i 


unter (3.)) für die geradlinige Bewegung des Schwerpunkts gegebenen überein, 
wenn man sie auf die Form 


Ü 
+9) = En ms = Mur 
ß' 1 I;% 
ty deut mn Mio 
y' 1 1 
Yt+yy e-9 SR atay m; * Ee yi 


bringt, da die Grössen auf der rechten Seite nichts anderes sind, als die 
Öoordinaten des Schwerpunkts. 


Vierundzwanzigste Vorlesung. 


Bewegung eines Planeten um die Sonne. Lösung in Polarcoordinaten. 


Den ferneren allgemeinen Betrachtungen möge die Behandlung einiger 
Beispiele nach der Hamtltonschen Methode vorangehen. Das erste Beispiel soll 
die Bewegung eines Planeten um die Sonne bilden. 

Im Fall eines freien Systems von n materiellen Punkten ist die partielle 
Differentialgleichung, auf die sich die Differentialgleichungen der Bewegung 
zurückführen lassen, (siehe p. 168) folgende: 


ELSE. (2) 


Für die Bewegung eines Planeten, dessen heliocentrische Coordinaten &, y, 2 


seien, reducirt sich die Summe auf einen Term; setzen wir ferner die Masse 


des Planeten gleich 1 und bezeichnen die Anziehungskraft der Sonne in der 


Einheit der Entfernung durch k’, so ist die Kräftefunetion U = nn wo 


= a®+y’+2°, und man hat 


@) Ed DE re 


Da auf der rechten Seite dieser Gleichung der Radius Vector vorkommt, so ist 
es zweckmässig, statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z Polarcoordinaten 
durch die Formeln 
210059, y=rsinpcosy, z=rsinpsiny 
einzuführen. Alsdann wird die halbe lebendige Kraft 
/ T L(@’+y"’+2'”) nn IE’ +r’p’+r’sin’pw’), 


also 
er, Er rg IF — r’sin’pwW. 
ayr 
Diese Grössen sind die früheren Grössen p, an gleich nn Au 5 zu setzen; 


man hat also 
r! — oW u Ion EN 1 oW 
a IR # r’sin’p Ow’ 
und hierdurch wird 


CIE EEE Ic 


Die partielle Differentialgleichung (1.) verwandelt sich demnach für Polar- 
coordinaten in folgende: 


oW 1.10W}° 1 oW k? 
Ge Te or )+() Bar nn (5) )- wa 


Diese Gleichung wollen wir dadurch integriren, dass wir sie in mehrere zer- 
spalten, deren jede nur eine unabhängige Variable enthält. Wenn wir das erste 
Glied der linken Seite allein der rechten gleich setzen, so giebt dies 


‚fowe®_® 
Re a Pe 


eine Differentialgleichung, welche nur die eine unabhängige Variable r enthält, 
und es bleibt alsdann die Gleichung 


(er, 1 re 
Op sinpy\ow) 


übrig, welche r nicht mehr enthält. Diese Zerspaltung kann man noch etwas 
allgemeiner machen, indem man auf der rechten Seite der Gleichung (2.) das 


Glied “ additiv und subtractiv hinzufügt und dann die Gleichung (2.) in die 


a oW k? oW\’ Wi‘ 
CE ze le) 


zerlest. Das Integral der ersten a ist 


w-/yE ana .dr+-F(p, W), 


und indem man diesen Werth in die zweite einsetzt, erhält man für F(Y, w) 


le 


Diese partielle Differentialgleichung lässt sich aber wiederum in zwei zertheilen, 


die Differentialgleichung 


NL. 
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von denen jede nur eine unabhängige Variable enthält. Man füge nämlich auf 


der rechten Seite wieder ing additiv und subtraetiv hinzu und zerlege die 
oF oF 
(5) = Ph und (5 ) =? 
Das Integral der ersten Gleichung ist 


FW /Yr——L- 


sin’ 


Gleichung in 


dp+f(Y), 


und zufolge der zweiten muss f(w) der Gleichung 


genügen, d.h. es ist 


fW) =YV2.W, 


also 


og Er 
Fg, y) - Ya AR -dp+-V2y:Y 


und schliesslich 


3.) wi De 20 dr Ya ng Ao+VRr-y. 


Dies ist eine vollständige Lösung der Differentialgleichung (2.), denn sie enthält 
die nöthige Anzahl willkürlicher Constanten. Man erhält also die Integral- 
eleichungen der Bewegung unter der Form 

Bw EM 

a u 
wo «' die früher mit 7 bezeichnete Constante ist. Die Ausführung der Diffe- 
rentiationen giebt: 


| 2 
(4) Tore 5 = 
I er; . ig sin? 7 


' 
= 


sin? u 


— at, 


Es ist zu bemerken, dass sich die Methode, durch welche wir die 
Gleichung (2.) integrirt haben, auf eine beliebige Zahl von Variablen aus- 
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dehnen lässt. Dies beruht auf Folgendem. Man setze, wenn man n Variable 


Be Dice 
&  =r0089,, 
2%, =1rSINY, C05,, 
&, ==1rSIng, SINY,COSY,, 
%,_ , > rSINY, SINY,SIny,...SINY, ,C0Sp, 
2, =1rSing, SINY,SINY,...SMp, „SNP,_ 
dann ist 


da —+da; + +dar 
—= de’ + r’dy!+-r’sin’y, dp} + r”sin?’y, sin’y, dp; +++ r’sin’p, sin’, ...sin’p, dp}_.. 
“ Die obige Methode lässt sich daher ohne Weiteres anwenden, sobald die rechte 
Seite der partiellen Differentialgleichung sich auf die Form 
1 


r’sin’g, sin’g,...sin’p,_, 


Ort ha) RO 


r’sin’g, 
bringen lässt. 

Die willkürlichen Constanten £, y, wie sie in den obigen Integral- 
gleichungen (4.) vorkommen, haben sehr merkwürdige Eigenschaften, welche 
ihre Einführung in das Störungs-Problem sehr wichtig machen. Es ist daher 
interessant die geometrische Bedeutung dieser Constanten zu untersuchen. 
Dieselbe ergiebt sich folgendermassen. 

Setzt man den Ausdruck, der in den nach r genommenen Integralen 
unter dem Wurzelzeichen steht, gleich Null, so erhält man eine Gleichung 
zweiten Grades in r, deren Wurzeln den grössten und kleinsten Werth dar- 
stellen, welchen der Radius Vector annehmen kann. Die Wurzeln der Gleichung 

a’—k’r+ß —=0O 
sind also a(l+e) und a(l—e), wo a die halbe grosse Axe, e die Excentricität 
der Planetenbahn ist. Dies giebt die Gleichungen 


1,2 
2, = a0), 


& 
(5.) also 
h? k? .k? 
een 


wo » der Parameter ist. 
Setzt man den Ausdruck unter dem Quadratwurzelzeichen in den nach 
y genommenen Integralen gleich Null, so erhält man den grössten oder kleinsten 
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. . . % . 
Werth von sing, nämlich —. Nun ist cosp= —, wo x die Entfernung 
B) ß y oO 


des Planeten von der Ekliptik (Ebene der %, 2) bezeichnet, folglich kann cosy 
bis zu Null abnehmen; es giebt also kein Minimum, sondern nur ein Maximum 
von cos, und dies findet statt, wenn 9 —= W’—.J ist, wo J die Neigung der 
Planetenbahn gegen die Ekliptik bedeutet. Diesem Werth entspricht daher 


der Minimumswerth y+ von sing, d. h. es wird 
(6.) y+ — sin(90°— J) = c08J, 


(7). Vr = 00sJyV$ = 5 cos.J Yp. 

Um die geometrische Bedeutung der Constanten «', P', y' zu bestimmen, 
muss man erst die Grenzen der in (4.) vorkommenden Integrale näher fest- 
setzen. Man kann nämlich für die untere Grenze eines dieser Integrale entweder 
einen gegebenen Zahlenwerth nehmen, oder einen solchen Werth, welcher die 
in dem Integral enthaltene Quadratwurzel verschwinden macht. Unter der 
letzteren Annahme, die wir im Folgenden machen werden, hängen die Grenzen 
von den willkürlichen Constanten @, £, y ab, und da die Integralgleichungen 
(4.) aus der Gleichung (3.) durch Differentiation nach diesen Constanten her- 
vorgehen, so könnte man meinen, dass zu den Gleichungen (4.) neue Terme, 
die von den Grenzen herrühren, hinzukommen müssen. Aber die hinzu- 
kommenden Terme sind nach den bekannten Regeln der Differentiation in die 
Werthe multiplieirt, welche die in Gleichung (3.) unter den Integralzeichen 
stehenden Functionen für die unteren Integralgrenzen annehmen, und da diese 
Werthe verschwinden, so bleiben die Gleichungen (4.) ungeändert. 

Unter diesen Voraussetzungen lassen wir das nach ” genommene und 
in der ersten Gleichung (4.) vorkommende Integral von dem Werth a(1-e), 
welchen r im Perihel annimmt, als der unteren Integralgrenze anfangen. Fällt 
alsdann die obere Grenze in den nämlichen Werth von r, so giebt die erste 
Gleichung (4.) —«' =0, d.h. 

(8) «= Werth der Zeit für den Durchgang durchs Perihel. i 

Um die Bedeutung von f’ zu finden, bestimme man zunächst den Werth 
des nach 9 genommenen in der zweiten Gleichung (4.) vorkommenden Integrals. 


Fe dp 2 sinpdp 
y: V2B—y—2B cos’p 
a sin?’y 
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“ als dessen untere Grenze wir 9 = 90’— J zu nehmen haben. Durch die Sub- | 


c0Sp — 777 -C087, 


sinpgdp — Ye sinndn 


Br sinndn 
=] EoTRenDE 


1 
OD = ——— d 
V28 f , 
über. Für die untere Grenze 9 = 90’—.J wird nach Gleichung (6.) sinp = 


stitution 


geht dasselbe in 


d.h. n 


cosJ = V+ also cosp = 7 ‚ daher cosy =1, sinn = 0. Demnach ist das 


nach 7 genommene Integral von der unteren Grenze „= 0 an zunehmen, und 
es wird 


so dass die zweite Gleichung (4.) in 


g dr a 1 
an 912 5%: N 
ee v28 


übergeht. Aus der zwischen 9 und n stattfindenden Relation kann man die 


geometrische Bedeutung von n erkennen, denn @ ist die Hypotenuse eines 
| rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, dessen Katheten 

bus - und 90°—J sind. Nun sei EE die Ekliptik, P ihr 

Pol, BB die Ebene der Planetenbahn, O der auf- 

; steigende Knoten; man ziehe durch P senkrecht 
gegen BB den grössten Kreis PQ, welcher ZE in R 
B; E trifft, dann ist QR=J, also PQ = 90’—J. Trifft 
Be, ferner der Radius Vector, welcher vom Mittelpunkt der 
Kugel, der Sonne, nach dem Planeten gezogen ist, die 

Oberfläche der Kugel in p, so ist pP=9, und hieraus folgt cosp=sinJ.cos(p@Q), d.h. 


= pa = Op. 
Op ist die Entfernung des Planeten vom aufsteigenden Knoten OÖ, welche wir 


mit & bezeichnen wollen. Demnach ist 


— . 189 — 
N 90°— £, 


Be — ER 5 (90°), 
»y = ee; 2 


Um £’ zu bestimmen, braucht man jetzt nur den Zeitpunkt zu nehmen, in 
welchem der Planet durch das Perihel hindurchgeht; dann wird das nach r 
genommene Integral gleich Null, und man erhält 


(9.) B' =, 90’ Entfernung des Perihels vom aufsteigenden Knoten). 


Endlich ergiebt sich y' aus der dritten Gleichung (4.). Für = 90’ —J, 
d.h. wenn der Radius Vector des Planeten die Kugel in Q trifft, wird das nach 


y genommene Integral gleich Null, und man erhält 


BESNE 1 ’ 
Mas V2y V, 


wo w' den dem Punkt Q entsprechenden Werth des Winkels w bedeutet. Da 
nun tgy — ist, so bezeichnet w den Winkel, welchen die Axe der y mit 


der Ebene PQR bildet, d.h. es ist, wenn die Axe der y durch den Widder- 

punkt V geht, „= VR=VO+OR= der Länge des aufsteigenden Knotens 
+90°. Man hat also 
' 1 
WI Var 
Somit sind alle in den Gleichungen (4.) vorkommenden Constanten bestimmt. 

Bei der Integration der partiellen Differentialgleichung (2.) hätten wir 

auch den Umstand benutzen können, dass in (2.) nicht w selbst vorkommt, 


(90°+-Länge des aufsteigenden Knotens). 


[a 


© 
sondern nur z 


Die in Folge dessen anzuwendende Transformation 
oW 
W= W-+ewv, EI =E€ 


würde uns zu der nur zwei unabhängige Variable enthaltenden partiellen Diffe- 


CODE BES 
3 Or r? \ op en 2r’sin’p 


geführt haben. Indessen würde die Integration derselben ein Verfahren erfordern, 
welches von dem oben angewandten nicht wesentlich verschieden ist. 


rentialgleichung 
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Fünfundzwanzigste Vorlesung. 


Lösung desselben Problems durch Einführung der Abstände des Planeten von 
zwei festen Punkten. 


Zwischen zwei Radien Vectoren der Planetenbahn und der ihre End- 
punkte verbindenden Sehne giebt es sehr merkwürdige Relationen, zu welchen 
man, wenn man von den gewöhnlichen Differentialgleichungen der elliptischen 
Bewegung ausgeht, nur durch complieirte Rechnungen gelangt. Wir werden 
diese Relationen ohne Schwierigkeit aus der partiellen Differentialgleichung her- 
leiten und haben dabei nur die Hypothese zu machen, dass sich W durch den 
heliocentrischen Radius Vetor r und die Entfernung oe des Planeten von einem 
anderen Punkt M ausdrücken lasse, eine Hypothese, deren Richtigkeit zwar 
nicht ohne Weiteres a priori einleuchtet”), die aber in der Rechnung ihre 
Bestätigung finden wird. 

Die Coordinaten des Punkts M seien a, b, c, so dass 

= Hyd’ +@—o) 
ist. Unter der gemachten Hypothese, dass sich W durch r und e ausdrücken 


lasse, hat man 
ewW. Oma. 0W m BER ld ae\, 
a a oa: Hera oe 
OW_EWar ,aWöe _aWy aWy— 
do :.0r % . de 0? 7.2.00 CR 
oW _8Wr Wie _3W x  3W z—e 
a I &® ae %& Or PET B% 
Diese Ausdrücke sind in die partielle Differentialgleichung 
oW\?’ oW\?’ Ei 4 
A) EIEZBUE =)- re 
einzusetzen, dann verwandelt sich deren linke Seite in 
oW\’ es ; 10WoW 
Sr ee ee oo 


Der in Klammern stehende Ausdruck ist gleich r’+0°—r}, wo 


y 


. Bu a’—+b’+c?, 
also geht (1.) ın 


*) Zum Beweise bedarf es der aus den Flächensätzen hervorgehenden Folgerung, dass die Bewegung 
des Planeten in einer Ebene geschieht, und der bekannten Thatsache, dass für einen innerhalb der Ebene 


variablen Punkt die beiden Entfernungen von zwei festen Punkten als Bestimmungsstücke angesehen 
werden können. 


— 74191 7 
owı® (aM\: viren) 8WaW _ 
() +) = ro 9 Fr 
über. Das Product der beiden partiellen Differentialquotienten kann man weg- 
schaffen, wenn man anstatt r und e ihre Summe und Differenz 


oc—=1r—B9, 0 — r—e 


— 2a 


einführt, so dass 
oW 08W 08W 98W 02W o0%W 


ad on Bade 
wird. Alsdann ergiebt sich 


[er \ er) r+0’—r (ER) - Be. 
(a) +: ar al 2 


und nach Multiplication mit ro 


„[oW aw\: 
+0 — (r—o)’—r} De D ) — 20(k’—er), 
oder, nachdem für r, oe ihre Werthe 
n= (+0), 0 46-0) 
substituirt sind, schliesslich 
I en) en) rent) 
Diese partielle Differentialgleichung lässt sich nach dem bereits in der 
vorigen Vorlesung angewandten Verfahren durch Zerspaltung in zwei ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen integriren, von denen die eine nur o und 
ns die andere nur 0’ und a enthält. Indem man sich auf der rechten 
Seite eine willkürliche Constante £ zugleich additiv und subtractiv hinzugefügt 
denkt, gelangt man zu den beiden Differentialgleichungen 
oW er )- 
BE 2 19__3 
(o ol ) = —Fao’+k o+P, (0 7 do’ 
und hieraus folst für W der Werth 


17 VER +[do va ee Ka + [ao / = een 
o’—r} 2 


—tao’+k’o—+Bß, 


Die Vorzeichen der beiden ee. oder, was N ist, der Integrale 
sind willkürlich und unabhängig von einander. Man darf also für W ebenso- 
wohl die Summe als die Differenz beider Integrale setzen, gelangt unter beiden 
Annahmen zu richtigen Integralgleichungen und kann nur die grössere oder 
geringere Einfachheit der sich ergebenden Formeln als Grund für die Wahl 
des einen oder anderen Ausdrucks gelten lassen. Entscheiden wir uns für die 
Differenz und setzen zur Abkürzung 
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3) ren 

so haben wir als Lösung der Gleichung (2.) den Ausdruck 
(4) W = [doyF(o)— [d6'YF6N, 

dem wir auch die Form 
(4*) W=["ayR@) 


eben können. Hieraus folgt z. B. für die Einführung der Zeit in die elliptische 
Bewegung des Planeten die Formel 
Ra SR -—=1f o°’do -4[ o'’do' 
Verrat) Ver) re +) 


deren rechte Seite im Allgemeinen aus elliptischen Integralen besteht. Da sich 


aber die Zeit in den Coordinaten, wie bekannt ist, durch Kreisbögen ausdrücken 
lässt, so ergeben sich hieraus Folgerungen für die elliptischen Integrale, welche 
auf das Fundamentaltheorem der Addition führen. 

Der Ausdruck (4.) ist eine vollständige Lösung der partiellen ‘Diffe- 
_ rentialgleichung (2.), denn man kann ausser der darin enthaltenen willkürlichen 
Constante # noch eine zweite ( additiv zu demselben hinzufügen. Aber der 
Ausdruck (4.) ist auch eine vollständige Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (1.); denn in Beziehung auf diese sind nicht allein $ und Ü, sondern 
auch die Grössen a, b, c willkürliche Constanten, da sie in (1.) nicht vor- 
kommen, während sie in den Ausdruck (4.) eingehen. Als Lösung von (1.) 
enthält daher (4.) mehr als die nöthige Anzahl von Constanten, d.h. es sind 
überflüssige Constanten in demselben. Will man dergleichen vollständige 
Lösungen einer partiellen Differentialgleichung, in welchen überflüssige Con- 
stanten enthalten sind, zur Integration des damit zusammenhängenden Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen anwenden, so darf man zwar noch immer 
die nach sämmtlichen Constanten genommenen Differentialquotienten neuen 
'willkürlichen Constanten gleich setzen, aber diese neuen Constanten sind nicht 
mehr unabhängig von einander. Andererseits steht es frei, über die über- 
flüssigen willkürlichen Constanten nach Gutdünken zu verfügen, und diese Ver- 
fügung kann im vorliegenden Fall dergestalt getroffen werden, dass das elliptische 


Integral [ dsYF(s), welches den Ausdruck (4*.) von W bildet, sich in ein eir- 


culares verwandelt. Dieselbe Verwandlung findet alsdann auch für die hieraus 


4 
: 
ü 
; 
: 
Er 
Ä 
: 
4 
1 
F 
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hergeleiteten elliptischen Integrale statt, welche in den partiellen Ableitungen 
von W nach den in F(s) enthaltenen Constanten vorkommen. 
Diese Specialisirung des Integrals f dsYF(s) kann auf zwei Arten ge- 


schehen. Die erste besteht darin, dass der Zähler —tes’+k’s+ß von F(s) 
zu einem vollständigen Quadrat gemacht wird, die zweite darin, dass diesem 


Zähler ein gemeinschaftlicher Theiler s—r, mit dem Nenner s’—r; von F(s) 

gegeben wird. | 
Wir wählen die zweite Art und zwar aus folgendem Grunde. Leitet 

man aus (4”), ohne eine Specialisirung der Constanten vorgenommen zu haben, 


die Integralgleichungen her, und unter diesen die Gleichung a’ = en welche, 
da a in 0, 0’ und r, enthalten ist, die Form 

6) FO VO Graf N fa 
0 
annımmt, so darf man die hierin vorkommenden püschen Integrale nicht 
von z=a, y=b, z=c anfangen. lassen, weil alsdanın o=(0, o=0o0=rn, 
wäre, und die Integrale wegen der in ihnen enthaltenen (— 2)" Potenz von 
0—r}, 0”—r, unendlich würden. Dies Unendlichwerden der Integrale in (5.) 
wird durch die oben erwähnte erste Art der Specialisirung nicht verhindert, 
wohl äber durch die zweite. Da es aber gerade nothwendig ist, in den 
Formeln, die abgeleitet werden sollen, ra 0 zu setzen, so entscheiden wir uns 
für die zweite Art. 

Wenn wir also annehmen, dass der Zähler von F(s) für s= 

schwindet, so erhalten wir demnach zwischen £ und r, die Relation 

(6.) ß = tar! —KPr,. 
Dadurch wird 


r, Vver- 


NE 32,059 RE 12 r 
Fo)— ta(s Dan (s—r,) ae k 2 
0 


also 
Ct.) We IK. ne ——te. 


Dies ist der Werth von W, aus dessen Differentiation sich die merkwürdigen 
Formeln für die elliptische Bewegung ergeben, die von Euler und Lambert 
entdeckt, von Olbers und Gauss bei der Bestimmung der Elemente der Bahn 
benutzt worden sind. 
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au 


Das System der ersten Integralgleichungen wird durch die Formeln 
de 8W y_8W & _8W 


um a a ae 


gebildet. Wir haben bereits oben &", °, 2 qurch &” und 2” und die 
©’ 0 00 
letzteren Grössen durch —— aM und 2. ausgedrückt. Indem wir diese Relationen 
do 00 


in einander substituiren und für z „Ihre aus (7.) sich ergebenden Westbe 


TER ent 2 . . 
y € — ta, Si E — }e setzen, erhalten wir die Gleichungen 


Ir, 
da. [® ee ; & e—a\.[ 
m: (+ E ) o+r, ra (#— Q ) e+r, sr 
d b k? —b k2 
KDD Er u A nt Te re 
er | nr u) Er, es 
dt r 0 c+r, r Q e-+r, : 


deren Richtigkeit man prüfen kann, indem man sie quadrirt und addirt, und 
hierdurch, wie es sein muss, den Satz der lebendigen Kraft ableitet. 

Das System der eigentlichen zwischen den Coordinaten stattfindenden 
Integralgleichungen wird gebildet durch die Formeln 


a FAR? oW h' SR oW RL oW 
ia ee 
wo a’, b', c' neue willkürliche Constanten bedeuten. Aus Gleichung (7.) ergiebt sich 
oW A ds do ,/[ %? ER RE 
A Ei. : BA RER Dee ea 
da 46 “| 8 I? u o+r, bi dat cr, 30, 
) (s+-r,) N Per —ta 
oder indem man für a Se ro Werth > Zt, +7TZ% setzt und berück- 
da’ da 0 Q 
sichtigt, dass 
2 
er “ ee: 
/ k? 3 +7, 
He 
ist, 
(2 ee) k? Lyar(2 4,2®) ee 
da.  \n, 0 o+r, r, Q e+r, ae 


Mit Benutzung dieses Werthes und der entsprechenden Werthe von ee nn 


erhält man die gesuchten Integralgleichungen in folgender Gestalt: 


ne u a Er ae he ie 


je = ii | ka 
bs -(£ Q ) o+r, 0 Q u 


b y—b k? b y—b k? 
9. ! pe we J ) Reulyı En Y ) a 
( ) b r, o+r, za r, Bun q 0 tr, 30, 


(2 —r) k? 0, k? a4 
VA p +1, rn, e +7, 


Die Bestimmung der Constanten a’, b’, c' geschieht, indem man eg —=0 setzt, 
was ein für e statthafter Werth ist, da in Folge der in Gleichung (6.) enthaltenen 
Specialisirung der Constanten der Punkt (a, b,c) ein Punkt der Planetenbahn wird”). 


*) Um diese Behauptung zu erweisen, ist es nothwendig, auf den noch nicht speeialisirten Werth 
(4*.) von W zurückzukommen. Derselbe ist eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung (2.), 
und auf diese letztere wird das Problem der Planetenbewegung, unter Hinzufügung der Gleichung der 
Planetenbahn -Ebene, zurückgeführt, wenn man eine Lösung in den Variablen o, o’ sucht und a, d, e nicht 
als willkürliche, sondern als gegebene Constanten ansieht. Hieraus folgt, dass, wenn man aus (4.) die neue 


Gleichung $' = Bu herleitet, wo 8’ eine willkürliche Constante bezeichnet, diese mit der Gleichung der 


Planetenbahn-Ebene zusammen die Bahn bestimmt. Die Ausführung der Differentiation nach % giebt, wenn 
zur Abkürzung 
fo) = En) -tes’+Rs+B) 


gesetzt wird, 


Dies ist in transcendenter Gestalt das Integral der Differentialgleichung 
do do’ 
Vo) Vi) 
deren Integralgleichung in algebraischer Gestalt zufolge des Eulerschen Additionstheorems der elliptischen 
Integrale, und zwar nach der 'von Zagrange gegebenen Form desselben, (Miscellanea Taurinensia IV, p. 110) 
die folgende ist: 
ct) Vo+Vre) 
0— 0 
wo G? die Integrationsconstante bedeutet. 
Um nun die Bedingung dafür zu erhalten, dass der Punkt (a, d,c) in der Planetenbahn liegt, 
d.b. dass o = gesetzt werden kann, woraus dnınz=a,y=b,z=«ar=rn, 0 =0‘=n folgt, unter- 
suchen wir zunächst den Fall, wo o unendlich klein ist. 
Es sei Ö der Winkel, welchen der Radius Vector r,, von der Sonne aus nach dem Punkt (a,b, c) 
hin gerichtet, mit der Tangente der Planetenbahn im Punkt (a,d,e), von diesem Punkt aus nach dem 
unendlich nahen Punkt (x,y,2) hin gerichtet, bildet, dann hat man für unendlich kleine Werthe von o 


= V@?+k2(o+0)— «(0 +0), 


rn, = 00080 
und demzufolge 


(II.) fon =r—nte = (1-+c0s0)o 
\o—n, = r—r9—@ = —(l—cos Oo. 


Hieraus ergiebt sich, dass für unendlich kleine Werthe von o die beiden (Grössen Vf(o) und Y7(o’) pro- 
portional Ve werden, dass also auf der linken Seite von Gleichung (I.) der Zähler V/(o) + V/(0') proportional 


Ve, der Nenner o—o’ proportional o, der ganze Bruch also unendlich wird, während die rechte Seite einen 


25" 


Indem wir also den beweglichen Punkt (x, y, 2) mit dem festen (a, b, c) 
Ex a 
zusammenfallen lassen, erscheinen die Brüche zT ee x = “ unter der 


Form 2. Ihre wahren Werthe sind cos$, cos7, cosf, wenn wir mit &, m, & 
die Winkel bezeichnen, welche die Tangente der Planetenbahn in (a, b, ce) mit 
den Axen der «, y, z bildet. Da überdies o=0'—=r, wird, so ergeben sich 


aus den Gleichungen (9.) die Bestimmungen 


233 Bea Br re > ia 
40). = 20088440, a 2a] ya ee —2cost Ba 
Dieselben Werthe mit entgegengesetzten Zeichen ergeben sich aus den Glei- 
de dy de 
7: BR» Se: ai 
sind demnach —a’, —b', —c' die Componenten der Geschwindigkeit des Pla- 
neten im Punkte (a, b, c)"). 


30. 


chungen (8.) für die Grössen wenn man 0=( setzt, und es 


endlichen Werth behält. Der Werth e = 0 ist also nur dann zulässig, wenn die Function 
Io) = @ 2) Fas’+K2s+B) 
den Factor s—r,, welcher für s=o und s= 0’ und für unendlich kleine Werthe von e propcrtional o 
wird, noch ein zweites Mal besitzt, d.h. wenn die zwischen # und r, oben aufgestellte Relation 
(6.) P=4eri—kir, 
besteht. 


*) Wenn man die Gleichungen (9.) quadrirt und addirt, so erhält man zwischen «', b’,c’ die Relation 
2 
arte s(2e) 
ro 


welche nichts anderes ist, als der Satz der lebendigen Kraft für den Punkt (a,5,c). Diese zwischen den 
Constanten a’, b', c' bestehende Abhängigkeit bestätigt dasjenige, was über das Verhalten der Lösungen mit 
überflüssigen Constanten oben im Text bemerkt worden ist, und zeigt, dass die drei Gleichungen (9.) nur 
für zwei gelten. Diese zwei, auf welche sie sich redueiren lassen, kann man folgendermassen erhalten. 
Eliminirt man zwischen den Gleichungen (9.) die beiden in denselben enthaltenen Wurzelzeichen, so ergiebt sich 


(IIT.) (be’—b’e)x + (ea — c’a)y+ (ab’—u'b)z = 0 
als die Gleichung der Ebene der Planetenbahn, welche durch die Werthe «=a, y=b, z=e befriedigt 


wird. Multiplieirt man ferner die Gleichungen (9.) der Reihe nach mit a, db, c und addirt die Resultate, so 
erhält man 


| — (aa’ +bb'’+ ec) (sn — 0’) 
en TEN 
5 = (+) — 79) Stern, Kae 4 daran And 3,4 h PEREE, = 
als Gleichung der Bahneurve in der Ebene der Bahn. Die Identität dieses Ergebnisses mit dem in Gleichung 


(I.) der vorhergehenden Anmerkung für den vorliegenden Fall enthaltenen lässt sich leicht verifieiren. In- 
dem man die frühere Definition des Winkels 9 beibehält, hat man 


k? 
aa'+bb'+ cc’ = — 2r9e0s0) In, 20, 


woraus unter Berücksichtigung der Gleichungen (II.) hervorgeht, dass die Gleichung (IV.) für unendlich kleine 


(IV.) 


bl ae u u a Zn tal ad 


TS A Zac Sr Bi aa Ba Das mu de Dann 
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Es bleibt jetzt nur noch übrig die Zeit einzuführen, was durch die 


Formel «—t= = oder 
[04 


(11.) RE | ds 


vn 

geschieht. Dies Integral führt auf Kreisbogen; indem man dieselben auf die 
gehörige Form bringt, erhält man die von Gauss in der theoria motus gegebenen 
Formeln*). Der Annahme «= 0 entspricht die parabolische Bewegung, sie 
ergiebt die zur Bestimmung der Elemente einer Kometenbahn dienenden Formeln. 

Während die Gleichungen (7.). bis (11.) für zwei vom Brennpunkt aus- 
sehende Radien Vectoren r, r, und die sie verbindende Sehne g bei der in einem 
Kegelschnitt stattfindenden Bewegung eines Planeten gelten, ergeben sich allge- 
meinere Formeln für diese Bewegung, wenn die Specialisirung (6.) nicht vor- 
genommen wird, der Punkt (a, b, c) also nicht in der Planetenbahn liegt. Als- 
dann gilt für W die Gleichung (4.); in ihr sowie in den daraus abgeleiteten 
Integralgleichungen kommt die Differenz zweier elliptischen Integrale vor, die 
von derselben Form sind und sich nur durch ihre Argumente o und 0’ unter- 
scheiden. Nach dem Additionstheorem der elliptischen Integrale lässt sich diese 
Differenz in ein Integral mit einem neuen Argument 0”, vermehrt um eine 
algebraische und eine circulare oder logarıthmische Function von 6 und 0’, 
transformiren. ‚Da nun die Integralgleichungen, wie wir wissen, keine elliptischen 
Integrale enthalten, so muss das neue Argument 0", welches algebraisch von 
o und o’ abhängt, einer Constante gleich werden. Die Gleichung 0" = Const 
ist also eine der Integralgleichungen*“*) und zwar die Gleichung der Bahncurve, 
während der alsdann übrig bleibende algebraische und logarithmische Theil den 
Rest der Integralgleichungen liefert. 

Die aus (4.) folgenden allgemeinen Formeln haben auch noch die merk- 
würdige Eigenschaft, dass sie, abgesehen von einer zu erwähnenden Modification, 
noch gelten, wenn nach dem Punkt (a, b, c) eine zweite Attractionskraft wirkt. 


> 


Werthe von o ein identisches Resultat liefert, vorausgesetzt, dass die Wurzelgrössen 


m 
3 


er 
o-+ry DR 
k# E Re k2 
re ig sich alsdann beide dem mit demselben Zeichen genommenen Werthe 9, — te nähern. 
0 0 


*) Vgl. Crelles Journal Bd. 17, p. 122. 
**) Vgl. hierüber die Anmerkung auf p. 195. 
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Alsdann sind aber «, d, ce nicht mehr willkürliche, sondern gegebene Constanten, 
wir haben ausser « nur die eine Öonstante $ und eine willkürliche Verfügung 
über dieselbe steht uns nicht mehr frei. Die Modification, welcher gegenwärtig 
die partielle Differentialgleichung (2.) unterliegt, deren rechte Seite 


2 
k?(o— 0')— 40 (0’—0'”) = 2ro > «) 
2 
ist, besteht darin, dass zur Kräftefuncetion U = ” ein zweites von der Attraction 


nach dem Punkte (a, b, ec) herrührendes Glied * 


rechte Seite sıch ın 


2 A) 
Bro m n —«) = k’(o—0')+-k'?(o-+0')—4a(0’— 0?) 


-. hinzukoniini: dass also die 


0 


S 


verwandelt. Demnach geht die partielle Differentialgleichung (2.) in die fol- 
gende über: 


2 2 
Er) = ar tar RN) 400” 
Da man diese Gleichung in die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 
rs 9 5: 2 
en) — 8-+(k’+-K?)o—}ao’, le) — HH) —Lao”’ 


zerlegen kann, so erhält man für W die Lösung 


wo fat )e-ted + [do a nzer. W De 0" 


2 2 
OrzEt, 


’ 


in welcher sich die beiden elliptischen Integrale nicht mehr Burch das Argument 
allein, sondern auch durch die Form unterscheiden. Für das Problem der 
Attraction nach zwei festen Centren im Raume ist die hierin enthaltene Anzahl 
von Constanten nicht genügend. Für das Problem in der Ebene hingegen 
(und hierauf lässt sich das Problem im Raume zurückführen) ist der obige 


Werth von W eine vollständige Lösung; = ne — ß' giebt die Bahn des Punktes, 
= at die Zeit. , 


Sechsundzwanzigste Vorlesung. 
Elliptische Coordinaten. 


Die Hauptschwierigkeit bei der Integration gegebener Differentialglei- 
chungen scheint in der Einführung der richtigen Variablen zu bestehen, zu 


a el ann 
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deren Auffindung es keine allgemeine Regel giebt. Man muss daher das um- 
gekehrte Verfahren einschlagen und nach erlangter Kenntniss einer merkwürdigen 
Substitution die Probleme aufsuchen, bei welchen dieselbe mit Glück zu brauchen 
ist. Ich habe eine solehe Substitution der Berliner Academie in einer auch 
im Ürelleschen Journal”) abgedruckten Note mitgetheilt und eine Reihe von 
Problemen besonders aus der Mechanik angeführt, für welche sie anzuwenden 
ist. Diese Anwendbarkeit beruht vornehmlich darauf, dass der Ausdruck 


TEE 2 2 
+ +2) auch in den neuen Coordinaten eine einfache Gestalt 


annımmt. Indem wir uns vorbehalten, jene Probleme, zu welchen die bereits 
in der vorigen Vorlesung beiläufig behandelte Attraction nach zwei festen 
Centren ebenfalls gehört, der Reihe nach durchzugehen, beginnen wir damit, 
die erwähnte merkwürdige Substitution selbst aufzustellen, und zwar der All- 
gemeinheit wegen sogleich für eine beliebige Anzahl von Variablen. 

Es sei die Gleichung 


2 2 2 
74 © LH 
1; 1 _ 2 ... - ————— — 1 
(1) a+4 un a,+4 ar Ant A 
vorgelegt. Die Grössen a,, @,... a, seien nach ihrer Grösse geordnet, so dass 


U <m<—y <<, 
wo das Zeichen < so zu verstehen ist, dass die Differenzen —4,, 43—4,, .. 
positive Zahlen sein sollen. Die Zähler sind sämmtlich positiv, was dadurch 
angedeutet ist, dass für dieselben Quadrate gesetzt worden sind. Multiplicirt 
man die Gleichung (1.) mit dem Product (+4) (+ 4)...(a,+4), so erhält 
man eine Gleichung n“" Grades in 4, deren Wurzeln wir mit A, A, ... 4 
bezeichnen wollen. Es ist leicht zu beweisen, dass diese n Wurzeln sämmtlich 
reell sind. In der That, lassen wir 4 von —oo bis -—+oo alle Werthe durch- 
laufen und untersuchen wir, welche Werthe die linke Seite der Gleichung (1.), 
die wir mit L bezeichnen wollen, dabei annimmt. Für = — © wird L=0; 
mit wachsendem 4 wird Z negativ und durchläuft alle negativen Werthe, bis 


n 


es für = —a, unendlich wird. Da nämlich a, die grösste der Zahlen a,, 
Ay, ... 4, ist, so erreicht 4 zuerst den Werth —a,, d.h. a,+4 ist der erste 
Nenner, welcher verschwindet. Ehe 4 den Werth —a, erreicht hat, ist a,—+4 


2 


negativ, und indem sich a,+4 der Null nähert, wird 5 = ee Wächst 


*) Bd. XIX, p. 309. 
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2 


“ 


Un 


ti 


nach +%, und da die übrigen Brüche endlich und zwar negativ sind, so silt, 
2 


ME 
nt) 
kommt in die Nähe von —a, ,, so wird L= —, hat also von A= —.a, bis 


4 weiter, so wird a,+47 positiv, macht daher einen Sprung von — 


was von gezeigt worden ist, auch von L. Wächst nun 4 weiter und 


= —a,_, alle reellen Werthe durchlaufen; daher muss in diesem Intervall 
wenigstens eine Wurzel der Gleichung liegen und zwar nur eine, weil ZL von 
A=—a, bs A= —a, , continuirlich abnimmt. Bei = —a,, macht L 
wieder den Sprung von —coo nach +00, und dasselbe gilt nun für das weitere 
Fortschreiten, so dass in jedem der Intervalle —a, bis —a,_.,, —a,_, bis 
—(y.93 +... —A, bis —qa,, —a, bis —a, eine und nur eine Wurzel der Gleichung 
liegt. Hat nun 2 den Werth —a, soeben überschritten, so ist L—= +0, und 
indem 4 von da an weiter wächst bis nach +00, nimmt L bis 0 hin ab; in 
diesem Intervall —a, bis +oo muss also ebenfalls eine Wurzel liegen. So 
haben wir nachgewiesen, dass die Gleichung (1.) rn reelle Wurzeln A,, A,,... 4, 
hat. Wir wollen dieselben der Grösse nach geordnet annehmen, so dass 4, 
zwischen +oo und —a,, A, zwischen —a, und —a,, u. s. w. endlich A, zwischen 
—4,_, und —a, liest. Man hat also 


imho lm 
Wenn man diese Werthe für A in die Gleichung (1,) einsetzt, so ergiebt sich 
daher folgendes System identischer Gleichungen: 


vu = ©, a or 3 0% ey 
a+4, a4, An—ıt-4, nt A, 
er a? ni Br 
(S$.) a,—+-4, a a, ng int, B Ant-A, 2 . 
tAn Qt Mn init An Ant An 


Sehen wir die Grössen a als constant, die Grössen x und 4 dagegen als variabel 
an, so ist deren gegenseitige Abhängigkeit also von der Art, dass, während die 


Grössen A, A, ... A, aus den Grössen &2, 2, ... 22 durch Auflösung der 
Gleichung n'" Grades (1.) gefunden werden, umgekehrt die Grössen «?, 3... a2 
durch ein System linearer Gleichungen als Functionen von A,, 4 ... 4, zu 


bestimmen sind. Es kommt jetzt auf die Auflösung des Systems (S.) an, wozu 
wir von den verschiedenen anwendbaren Mitteln das der suecessiven Elimination 


# 


Ta DE ET NEL A 


( 


u ba Se a rn 0 a ar a A ae 


S 


2 


.) 
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wählen. Zuerst eliminiren wir vermittelst der ersten Gleichung x} aus den 
übrigen. Um es z. B. aus der zweiten zu eliminiren, müssen wir die erste mit 
a,—+- 4, multiplieirte Gleichung von der zweiten mit a,+4, multiplieirten abziehen 
und erhalten 
u mA, 
a—+-4, a4, 
Mit Benutzung der Identität 
nt  mrh _ (a, — an) (A,—4,) 
a—+-4, a+4  (a+4,)(a+4,) 
und nach Fortlassung des allen Gliedern gemeinschaftlichen Factors A,—4, geht 


diese Gleichung in 


Ant h, ae th, = A,—h, 


... 2 r 
#2 ee | nt A, An—ıt+ A, 


on En A Da et 
(a, Rei ah) (Aa HA) (an-ı+-4,) (an-ı+-4,) 
über. Macht man dieselbe Elimination zwischen der ersten und dritten, der 
ersten und vierten, ... endlich der ersten und “" Gleichung des Systems (S.), 
so erhält man folgendes System (n— 1)" Ordnung: 
re en N ee En Teen 
4, — An d,— An ie An—1— In a 


(S..) (a, = a +4 Bi Ra CR) (An—1+4,)(an-ı+ 4,) 


a — An A,— An On 1— An | 


EN ne Re 5 (HUREN RER ee K 
Min diesem ersten redueirten System (na—1)" Ordnung kann man wieder auf 
dieselbe Weise zu einem zweiten reducirten System (n—2)'" Ordnung übergehen, 


. A,—U r 2 Bene 2 7 D) 
wobei man nur zu bemerken braucht, dass, wenn man ta, 2%, 
aA, at 4, 
An—1— An = 


rs ı als neue Variable ansieht, das System (S,.) auf die Form des 
n—1 1 


Systems (S.) zurückkommt. So’erhält man das zweite redueirte System: 


(a, TS 2) (a, ES An—ı) 2 (a, ar 4) (a,— 4%n—1) 2 Er (an 2— 2) (Qn_2— An- 1) RR | 
ET AT RT TE Fer Ye FRE SEE Tag: SrarTE 77 ERFErE  ka u 
aaa) zu, aa) gran) 5m, 


(Aa HA rA,) ! N (An-2tA, ler) 


m .& ae sn 
(Aa, HA) (aA Kat Aa tan) (nA Kant A, Kan tn) 


und wenn man auf diese Weise fortfährt, kommt man endlich zu dem System 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 26 


22 un # 


2 "+ 


(S,_), welches nur die eine Variable a? enthält und nur aus einer Gleichung 
besteht. Diese Gleichung, deren Form aus dem Fortgang der Rechnung ge- 
schlossen wird, ist 


(a, — 4) (a, — n-ı) Sa (a,—a4,) 


(a+4,)(0a+4,)...(04+An-ı)(a + An) 


N 
a =]1, 


und man erhält also die folgenden aus der Auflösung von (S.) hervorgehen- 
den Werthe: 


3 _ @tA aA)... + Anka + An) 
: (a, —0,) (a, —4,)...(Q,— an) h 
2 + A) +4)... + An-ı)la, + Am) 
; (a,— a, )(a,—4,)...(4,— 4) k 
2. { 
( Be (au+4,) (aut 4,) EEE TER (an + An—ı) (amt Ay) 
" (an — a, ) (an — Q,):..(Am— Am -1) (Am— Am+1)- +: (Am— An) 
22 — (nt A) an 4A). (antAnı) (amt An) | 
(ER) 


Da diese Ausdrücke Quadraten gleich werden, so müssen sie positiv sein, was 
sich auch leicht nachweisen lässt. lu dem Ausdruck von «7 z. B. ist ım Zähler 
der erste Factor positiv, die übrigen negativ, also hat der Zähler dasselbe 
Zeichen wie (—1)”", ım Nenner sind alle n—1 Factoren negativ, derselbe hat 
also auch dasselbe Zeichen wie der Zähler, folglich ist der Bruch positiv. 
Aehnliches gilt von den Werthen der übrigen Grössen 25, &, ... 2). 

Man kann die Ausdrücke (2.) auch prüfen, indem man sie in das 
System (S.) substituirt und zeiet, dass dasselbe identisch erfüllt wird. Hierbei 
braucht man den aus der Theorie der Zerlegung in Partialbrüche bekannten 
Hülfssatz, wonach die Summe 


$ 
m 


= (An — 4,) (Am — 4,). (Am — Am-1) (Am — Am+1): (Am — An) 
für s= 1, 2,.... n—2 verschwindet und für s—=n—1 der Einheit gleich 
wird, während sie für jeden höheren Werth n—1-+r von s der Summe der 
Combinationen mit Wiederholungen zu r der Elemente a,, a, ... a, gleich 
ist, ein Satz, dessen ÜÖonsequenzen ich in meiner Inaugural-Dissertation*) 
erörtert habe. Die der Grösse A, entsprechende Gleichung des Systems (S.) ist 


MN 


*) Disquisitiones analyticae de fractionibus simplieibus. Berolini 1825. (Ges. Werke, Bd. IIl., p. 3f.f.) 


2) a an a 
u a—+4 5, +4; es Ant 4; 2 mtl 
Damit dieselbe durch die Werthe (2.) der Grössen ©), 23, ... x erfüllt werde, 


muss die Gleichung 


@ ) FE ze (Amt A, ) (Ant A,) Se (amt Ai-ı) (amt Ai+ı) ... kin + An) 


mı (am — 4, )(Am— 4,).. (Am — Am—ı) (Am— Am+1): (Am — An) 


eine identische sein, was in der That durch den eben erwähnten Satz verificirt 
wird, da im Zähler ai" die höchste Potenz von a, ist "und diese den Coeffi- 
cienten 1 hat. 

Die durch die Formeln (2.) definirten Grössen «7, 2%, ... x) genügen 
noch anderen Gleichungen, die sich durch den angeführten Satz ebenfalls auf 
der Stelle ergeben. Dividirt man nämlich die Grössen x, nicht bloss durch 
@„+4;, sondern durch das Product der Factoren a„+4, a,„+4, wo 2, 4, 
zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (1.) bedeuten, so erhält man eine 
Summe, welche sich’ von der rechten Seite der Gleichung (3.) nur dadurch 
unterscheidet, dass der Zähler in Beziehung auf «a, nicht bis auf die (n— 1)", 
sondern nur bis auf die (n—2) Potenz steigt. Daher wird die Summe Null, 
und man hat die Gleichung 

(4) S + ++ == = 
(a +4)(a +)  (a;+A)(a,+4) (an + A) (an-+ A) 
Untersuchen wir, was aus der linken Seite der Gleichung (4.) wird, wenn 
};, A, nicht mehr von einander verschiedene Wurzeln, sondern eine und dieselbe 
Wurzel der Gleichung (1.) bezeichnen. Es fragt sich also, welchen Werth 


der Ausdruck 


0. 


(5.) M; u (a +4)” ir (a,+4)° Ir 3 ag (+1)? 
erhält, wenn derselbe durch die 4 allein dargestellt wird. Durch Substitution 

der Werthe (2.) an die Stelle der x” ergiebt sich 
Max 5 (am—+- 4, ) (am+-1,)... (Amt Ai-1)(am-+ Aitı)...(Am+ An) 


m—1 (amt 4;) (am — a,) ... (Aam— Am—ı) (am Eim Am-+H1) ... (am — An) 


Der Zähler des unter dem Summenzeichen stehenden Bruches ist eine Function 
(n—1)" Grades von a,. Setzen wir in demselben für jedes a„+4, den Aus- 
druck a,„+4,—+4,—4,, entwickeln darauf den Zähler nach Potenzen von a,-+4,, 
so wird das von a„—+4, freie Glied 
EN ORT ROBBE RN G PRESSE N. Von ZARRRE 
26*) 
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Alle übrigen Glieder der Entwicklung zusammengenommen und durch den 
Factor a„+4, des Nenners dividirt bilden eine Funetion (n—2)*" Grades von 
a, und fallen daher .zufolge des erwähnten Hülfsatzes bei der Summation 


nach m heraus. Demnach reducirt sich der Ausdruck von M, auf 


er 53 1 (A, — A) 4) rs (A:-ı — A;) (A —— A) ee (An—4;) 
ER m—1 Amt A; (An Er a,) (am — q,) ... (au. — Am—ı) (Am Nie Am+ı) “. (an ee An)” 
und da nach der Theorie der Zerlegung in Partialbrüche bekanntlich 
Be 1 er (_1y-1 
m—1 Im +4; (an—4,). .. (Am— mi) (an TSE Ami) Be (Am— An) IR br nf 4; ) (a, +7 0% (an + 4 ) 
ist, so ergiebt sich für M, schliesslich der Werth 
 _ k-A)k—A) (kA) k—arı). Chi Aus 
(6) ir (+2 Yar-F 1). 5) 
d.h. man hat die Gleichung 


2 FR x: 


©; A 
| te ae 
|- AA) k—a,). (Kk—hk)A— Ar). (An), 
Ha er 
Dies Resultat lässt sich auch auf einem anderen etwas einfacheren Wege ab- 


leiten. Man setze 


SEE Dach 2, EB... } 
er : arzt re, 


sodass die Gleichung = 0 mit der Gleichung (1.) identisch ist; dann lässt 
sich der durch Gleichung (5.) definirte Ausdruck M, mit Hülfe von « in der 


Form 
r ou 
le: ( 


darstellen, und man wird daher den Ausdruck (6.) von M, aus uw ableiten 


können, wenn man vorher in der rechten Seite von Gleichung (8.) die Va- 
riablen «7, ©, ... ©, durch die Variablen A,, A,, ... 4, ersetzt hat. Um diese 
Transformation zu erlangen multiplieire man u mit dem Product der Nenner 
(4—+4)(4+-4)...(a,+4), dann erhält man einen ganzen rationalen Ausdruck 
rn“ Ordnung in 4, welcher für die Werthe A, A, ... 4, von 4 verschwindet, 
und in welchem der Coeffiecient von 4” die Einheit ist. Also hat man 
(+4) (%+R)...(a,+A)u = (A—A,)(A—2,)...(4—4,), oder 


. (AA )A—R,)...(A— An) 
7 "7 a 
eine Gleichung, aus deren Zusammenstellung mit (8.) man, beiläufig bemerkt, 


a0 


schliessen kann, dass sich die Werthe (2.) der Grössen 2, &%. ... 2, als die 
1 1 

+4’ +1’ +1 
Zerlegung des Bruches (8*.) definiren lassen. Indem wir den Ausdruck (8*.) 
“von u nach 4 differentiiren und dann 4 = 4, setzen, erhalten wir 

(2); — Baar ar) u), 

i oy} (a, ee —+A)...(au+-4;) 
übereinstimmend mit (6.). 

Die bisher gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, ohne weitere 

Rechnung zu der obigen Substitution die aus derselben folgenden Differential- 


negativ genommenen Zähler der Partialbrüche in der 


formeln hinzuzufügen. Wenn man von dem in den Gleichungen (2.) enthaltenen 


Werth von «;, 
a (au+4,)(ant-4,) EEE SL LOB NE RTTERR (amt An—ı) (ann) 
m (au — a,) (an — 4,). er (au — Ami), (a ARE ah Bar N) 


den Logarithmus nimmt und dann differenturt, so erhält man 


ad 
im mt Amt, Amt An 
Hieraus ergiebt sich für die Summe der Quadrate der Differentiale von x,, 
%95 -.. %, die Formel 
one u a ar... an 
weila Imt+A,” m] (an+2,)? R mi (au +An) 3 
MN 2 
#25 en di,di,.t--:- 


„1 (Aut4,)(am+ 4,) 

Nach Gleichung (4.) verschwindet der Üoefficient von dA,di,, und ebenso 
werden die Öoefficienten aller Producte der Differentiale von zwei verschiedenen 
Grössen 4 gleich Null. Die Coefficienten der Quadrate dA7, dA}, ... dA, dagegen 
sind nach Gleichung (5.) die Grössen M,, M;, ... M,, also haben wir 

9.) Alda’+da’+:--+da2) = M,di?+ M,dR?+--- + M,dA}, 
wo die Coefficienten M durch Gleichung (6.) 
(,— 1, )(%—R,)...(d— A) (k— Ar): (A An) 

(a, +4;)(@,+ A)...(an +4) 

definirt sınd. Giebt man dem Begriff der lebendigen Kraft 4(2’+2°+x%) 
eines sich frei bewegenden Punktes mit der Masse 1 eine Ausdehnung auf n 


(6.) Mi 


Dimensionen und setzt 
T=$@"+al+-- +22), 
so kann man diesen Ausdruck 7 vermöge Gleichung (9.) auch durch die Va- 
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riablen 4 und deren Differentialquotienten nach ? darstellen, und erhält 
(10.) ST — 4a’ +al? +. a) = M ARM, AH MAR. 


Der erwähnten Ausdehnung auf n Dimensionen entspricht die Hamiltonsche 
partielle Differentialgleichung, deren linke Seite der Ausdruck 


ern) 
dx, Berta 


ist. Derselbe geht aus 27 hervor, indem man darin 

EL ER 2.4 er om 

20 RN 
substituirt. Kommt es nun darauf an, den Ausdruck anzugeben, in welchen 
der obige bei der Transformation der Variablen x in die Variablen 4 übergeht, 
so findet man denselben nach der neunzehnten Vorlesung, indem man auf den 
transformirten Ausdruck von-27 die Gleichungen 


erw rm or 
Be mann DET ae 
anwendet. Im vorliegenden Fall ist nach Gleichung (10.) 
oT ‚_,0W 
also hat man 
SEIW 
a Wen 


in 
2 


2T— HM + MA: + MAR) 


einzusetzen und erhält auf diese Weise 


aWw\® 2) un Ba I) | 8 ; 
er (+ ER re 0 2) 


wo M,; nach (6.) zu bestimmen ist, oder, was dasselbe ist, 


vr _ a aw\: 
re (%) Eh ar man. > ar (3): 


— 207 — 


Siebenundzwanzigste Vorlesung. 


Geometrische Bedeutung der elliptischen Coordinaten in der Ebene und im Raume. 
Quadratur der Oberfläche des Ellipsoids. Rectification seiner Krümmungslinien. 


Gehen wir nun auf die geometrische Bedeutung näher ein, welche die 
in der vorigen Vorlesung aufgestellte Substitution für n—=2 und n—=3 hat. 
Für den Fall von zwei Variablen hat man die Gleichung 


« 2 
a4 Er < | 

Sieht man x, und x, als rechtwinklige Coordinatan an, so ist diese Gleichung 
die eines Kegelschnitts und zwar einer Ellipse, wenn 4 in den Grenzen —a, 
und —+-o0 liegt, also beide Nenner positiv sind, dagegen einer Hyperbel, wenn 
A zwischen —a, und —a, liest, also der erste Nenner negativ, der zweite 
positiv ist. Aendert sich, indem a, und a, constant bleiben, die Grösse 4, 
so stellt die Gleichung ein System confocaler Kegelschnitte dar: Sind &, und 
x, gegeben, so giebt es immer zwei Werthe von 4, welche die Gleichung 
befriedigen, der eine liest zwischen —a, und ©, der andere zwischen —a, 
und —a,, d.h. von einem System confocaler Kegelschnitte gehen durch einen 
gegebenen Punkt immer zwei und zwar eine Ellipse und eine Hyperbel. Die 
Variablen 4, und 4, für x, und x, einführen heisst daher geometrisch, die 
Punkte in der Ebene durch die Ellipse und Hyperbel bestimmen, welche durch 
dieselben gehen und zwei gegebene Punkte zu Brennpunkten haben. Setzt 
man 4, —= Const., so erhält man alle Punkte auf einer Ellipse des Systems 
confocaler Kegelschnitte, setzt man A, — Const., so giebt dies alle Punkte auf 
einer Hyperbel. Die beiden Systeme der confocalen Ellipsen und Hyperbeln 
haben mit dem sewöhnlichen Coordinatensystem das gemein, dass je zwei 
Öurven eines Systems sich nicht schneiden, und dass jede Curve des einen 
Systems alle Curven des anderen Systems rechtwinklig durchschneidet. In 
der That, schneiden sich eine der Ellipsen und eine der Hyperbeln im Punkte 
(2). %), und ist demnach 


ee x; SL a 
Su DORT 
so bilden die Normalen an Ellipse und Hyperbel im Punkt (x, x,) mit ei 
Axen Winkel, deren Cosinus sich wie Se = und wie en verhalten. 
oa, 0a, Or, 0m, 
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Sollen diese Normalen senkrecht auf einander stehen, so muss die Relation 
OEOH  öEOH 


o2.. Om, De 


0 


oder 
x? x? 


ah) har) 
bestehen, und da dieselbe zufolge Gleichung (4.) der vorigen Vorlesung eine 


0 


identische Gleichung ist, so ist hiermit die Orthogonalität von Ellipse und 
Hyperbel bewiesen. Hieraus geht eine Erleichterung bei der Bestimmung 


des Flächenelements hervor; denn während dasselbe im Allgemeinen gleich 
O2, 00, 02, 0a, 
(& 04,2 08,84, 
Bogenelemente von Ellipse und Hyperbel in einander zu multipliciren. Nach 


) A. di}, ist, braucht man im vorliegenden Fall nur die 


Formel (9.) der vorigen Vorlesung ist das Quadrat des Bogenelements einer 
beliebigen Curve 


A—4 An—h 
L la?—+-de?) = 1 2 dA?—+- 2 —_— di?. 
2, 
Hieraus ergiebt sich das Bogenelement der Ellipse, wenn man 4, constant, also 


di, = 0 setzt, das der Hyperbel, wenn man 4, constant, also d4, = 0 setzt. 


Diese Bogenelemente sind daher 
ee ee / (a, a > By 
und das Flächenelement ist das Product derselben, d.h. 
+4, —A,)dA, dA, 
V—(@+4,)(a,+4)(a+7,)(a,+4,) 
Ganz analoge Betrachtungen können für drei Variable, d.h. für den 


sh, Y 


Raum angestellt werden. Es seien z,, %,, x, rechtwinklige Coordinaten; dann 
stellt die Gleichung 


x: m? x 


1 | 6} MR, Eee. 
ara * a,—+4 


== 


wenn man 4 varliren lässt, ein System confocaler Oberflächen zweiten Grades 
dar. Die Sätze über confocale Oberflächen zweiten Grades (d.h. solche, in 
denen die Hauptschnitte die nämlichen Brennpunkte haben) gehören zu den 
merkwürdigsten der analytischen Geometrie; ich habe einige der wichtigsten 
im 12%" Bande des Crelleschen Journals”) zuerst bekannt gemacht. Wenn 


*) Schreiben an Steiner p. 137. 
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Chasles in seinem Apergu historique*) dieselben, ohne meine Priorität zu er- 
wähnen, als neu bezeichnet, so muss man sich daran erinnern, dass in jenem 
Werke alle deutsch geschriebenen Abhandlungen des Crelleschen Journals un- 
berücksichtigt geblieben sind*”). 

Die eonfocalen Oberflächen theilen sich in drei Systeme, in ein System 
von Ellipsoiden, für welche A zwischen —a, und + liegt, in ein System 
von einschaligen Hyperboloiden, für welche 4 zwischen —a, und —a, liegt, 
und in ein System von zweischaligen Hyperboloiden, für welche 4 zwischen 
—a, und —a, liest. Im ersten Fall sind nämlich die Nenner +4, +4, 
a,+4 sämmtlich positiv, im zweiten Fall ist a,+4 negativ, während +4 
und a, positiv sind, im dritten Fall sind «+4 und +4 negativ, a3,+4 
positiv. Für jeden Punkt (x, %,%;) giebt es drei Werthe 4, A, 4, von 4, 
welche der obigen Gleichung genügen, und zwar entspricht 4, einem Ellipsoid, 
}, einem einschaligen Hyperboloid und A, einen zweischaligen Hyperboloid. 
Von einem gegebenen System confocaler Oberflächen zweiten Grades geht also 
durch einen gegebenen Punkt immer ein Ellipsoid, ein einschaliges Hyperboloid 
und ein zweischaliges Hyperboloid. Von diesen drei Systemen schneidet jedes 
die beiden anderen rechtwinklig. Binet hat zuerst bewiesen, dass die Schnitt- 
curven zugleich die Krümmungseurven dieser Oberflächen sind. Charles Dupin 
hat in seinen Developpements de geometrie gezeigt, dass dieser Satz immer 
gilt, wenn drei Systeme von Flächen sich gegenseitig orthogonal schneiden. 
Lame hat in neuerer Zeit von der Theorie der confocalen Oberflächen interessante 
Anwendungen auf die mathematische Physik gemacht. i 

Dass die drei durch einen gegebenen Punkt des Raumes hindurch- 
gehenden confocalen Oberflächen sich gegenseitig rechtwinklig schneiden, geht 
aus der geometrischen Deutung von Gleichung (4.) der vorigen Vorlesung her- 
vor. Es versteht sich von selbst, dass auch die drei Durchschnittscurven je 
zweier von diesen confocalen Oberflächen senkrecht auf einander stehen. 
Hieraus folgt, dass je zwei der Bogenelemente dieser Durchschnittscurven in 
einander multiplieirt das Flächenelement der beide Bogenelemente enthaltenden 
confocalen Oberfläche liefern, und dass das Product aller drei Bogenelemente 
der Durchschnittseurven das Raumelement im Coordinatensystem (A,, As, 4;) 
darstellt. 


*) Note XXXI, p. 384. 
**) Apercu historique, p. 215, Anmerkung. 


Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 27 
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Der Ausdruck für das Quadrat des Bogenelements irgend einer Raum- 
curve ist nach Formel (9.) der vorigen Vorlesung 
da’ +da3+-de} = 


@) \; a et 
ee ra are) 2) 


Setzt man in diesem Ausdrucke eine der Grössen A,, As, A, constant, so be- 


zieht er sich auf eine Öurve, welche auf einer der confocalen Oberflächen, 
z. B. für ein constantes 4, auf einem Ellipsoid, liegt. Setzt man ferner in 
diesem Ausdruck zwei der Grössen A,, A,, A, constant, so bezieht er sich auf 
die oben erwähnten Durchschnittscurven und zwar auf diejenigen, welche auf 
einem confocalen Ellipsoid liegen, wenn man 4, und A, oder 4, und A, constant 
setzt, dagegen auf den Durchschnitt zweier confocalen Hyperboloide, wenn man 
A, und A, constant setzt. Hiernach erhält man für die Bogenelemente der 
Durchschnittscurven auf dem Ellipsoid 
—A,)(A A,)(A, 
ych, Va + 2,)@, a ee Ne Ye Er) es Fi 
und für das Flächenelement des Ellipsoids 
== Fr y- Gr) 
(a,+4,)(a,+4,)(a,+4,)(,—+4,)(a,+4,)(a,-+4,) 
Integrirt man dieses Differential und dehnt es auf alle möglichen Werthe von 
4, und 4, aus, d.h. von ,— —a, bis ,= —a, und von 4, = —a, bis ,= —a,, 
so erhält man einen Octanten der Oberfläche des ganzen Ellipsoids. Dieses 
Doppelintegral theilt sich aber ganz von selbst in die Summe zweier Producte 
von einfachen ig und giebt für die a: des Ellipsoids den Ausdruck 
FRE 
in Dar Yc u, ehr ENTE j® a- (a,+4,)(@,+4,)(a,+4,) 


(4.) 


RE) = Ah 
el ü a, a] # I,  (@,+4,)(0,+4,)(a,—+4,)’ 
welcher aus elliptischen Integralen zusammengesetzt ist. Dies ist der Weg, 
‚auf welchem Legendre die Quadratur der Oberfläche des Ellipsoids gefunden 
hat”). Seine Arbeit ist besonders deshalb von der grössten Wichtigkeit, weil 
dabei zum erstenmale die Krümmungslinien als analytisches Instrument. zur 
Transformation der Coordinaten angewendet werden. Nimmt man in obigem 


*) Exerceices de calceul integral, I., p. 185 oder Trait& des fonetions elliptiques, I., p. 352. 
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Ausdruck die Integrale in beliebigen engeren Grenzen, so erhält man nicht die 
Oberfläche des ganzen Ellipsoids, sondern ein Stück derselben, welches zwischen 
zwei Krümmungslinien der einen Art und zweien der anderen Art einge- 
schlossen ist. 

Um das Raumelement zu erhalten, muss man das Flächenelement des 
Ellipsoids mit dem Bogenelement der von den beiden Hyperboloiden gebildeten 
Durchschnittseurve multiplieiren. Für dieses Bogenelement ergiebt sich, indem 
man 2 und 4, constant setzt, der Ausdruck 


a 
a. ee Nat) FA)” 


folglich ist das Raumelement 
Aa 2 30 0, 
V-@+4,)@+4,)a +4); +4), +) + A) + Aa + A) +4) 
Indem man dies Differential dreifach integrirt und zwar innerhalb solcher 
Grenzen, welche die möglichen Werthe von 4,, A, 4, nicht überschreiten, 


bekommt man einen Raum, welcher durch zwei confocale Ellipsoide, zwei con- 
focale einschalige Hyperboloide und zwei confocale zweischalige Hyperboloide 
begrenzt wird. Das dreifache Integral theilt sich ganz von selbst in 6 Glieder, 
deren jedes ein Pröduct dreier einfachen Integrale ist. 

Die beiden Bogenelemente 

—A)I(A,—/, —A,)(A,—4, 
Ich, Vo Te .Q@, eu er Vct ln, er es 
welche wir bei der Quadratur des Ellipsoids mit einander multiplieirten, sind - 
nach dem Binetschen Satze die Elemente der Krümmungslinien auf dem Ellipsoid. 
Die Integration dieser Elemente giebt die Rectification der Krümmungslinien, 
und wir erhalten für die Bogen derselben die Integrale 
—A,)(A, —A,)(A, 

2 a N ar ac 
welche zu den Abelschen Integralen gehören und zwar zu der Gattung, welche 
auf die elliptischen Integrale zunächst folgt. 


27* 


Achtundzwanzigste Vorlesung. 


Die kürzeste Linie auf dem dreiaxigen Ellipsoid. Das Problem der Kartenprojection. 


Die Formeln der beiden letzten Vorlesungen führen auf einem sehr 
einfachen Wege zu der bereits in der zweiundzwanzigsten Vorlesung (p. 177) 
erwähnten bisher für unausführbar gehaltenen Bestimmung der kürzesten Linie 
auf dem dreiaxigen Ellipsoid. Dieselbe wird von einem materiellen Punkt 
beschrieben, der gezwungen ist, auf der Oberfläche des Ellipsoids zu bleiben, 
und der, ohne dass eine sollieitirende Kraft auf ıhn wirkt, nur von einem an- 
fänglichen Stoss getrieben wird. In diesem Falle verschwindet also die Kräfte- 
function U. 

Bezeichnen &,, %, 2, die rechtwinkligen auf die Axen des Ellipsoids 
bezogenen Coordinaten des sich bewegenden Punktes, so wird der für denselben 
stattfindende Zwang, auf dem Ellipsoid zu bleiben, durch die Bedingungs- 
gleichung 


a Na 
ausgedrückt. Es kommt nun darauf an, &,, %, &, als Functionen zweier neuen 
Variablen so darzustellen, dass diese Werthe, in die Bedingungsgleichung ein- 
gesetzt, dieselbe identisch befriedigen. Solche Werthe sind diejenigen, welche 
wir für 7, 3, 3 ın A, A, 4, gefunden haben, wenn wir darin 4, als constant, 
}o, A, als varıabel ansehen. Durch die Grössen A,, A,, welche die Stelle der 
früher mit 9 bezeichneten Variablen vertreten, und durch ihre Differential- 
dA, da, 


er „= Br haben wir die lebendige Kraft auszudrücken, 


=1 


quotienten }, — 


alsdann für 4, und 4, die neuen Variablen w, = Ge und u; = Sn einzu- 
2 3 
führen, welche den früher mit p bezeichneten Grössen entsprechen, und 


OR el ee 
TO NN aa: 5a, 


oW 0W R ® ; 
a an und die Gleichung T+«e = 0, die man 


auch in der Form T’=h schreiben kann, wenn man = —h setzt, ist die 
partielle Differentialgleichung des Problems, durch welche W als Function von 
Ay, A, definirt wird. Wenn man in Gleichung (10.) der sechsundzwanzigsten 
Vorlesung die Zahl der Variablen auf drei beschränkt, so erhält man für die 


zu setzen. Auf diese Weise ergiebt sich 7 


ausgedrückt durch 4,, 4 


lebendige Kraft 27 die Transformationsformel 
2T=a’+ay+a, =4M AM+4M, A’+4M,1,, 


Mine (A— (A, — 4) Ms (,—A,)(A,—4,) 
Wr trANa tr)” (at A lat A,)latA,) 
| I (A,—A,I— 4) = 
* (at A at) As) 
Aber da die Bewegung auf dem Ellipsoid geschieht, so ist , constant, A, = 0 und 
2T—= 4M,AP+1M, AR. 


Wwoö 


Hieraus ergiebt sich : 
oT 3W.. DE oW 


—— 1 a Be nl u __—_ 
oA, 4+M, A, OA, 9 ol, +M, 1; O2, ’ 
„a,koW, 108 
7 0 er Mo 


und man erhält für 27 den Ausdruck 


ru (ey EL 
el ET 


Die gesuchte partielle Differentialgleichung ist demnach 
7 9 (ut +A)ar4,) & -)+ 9 (ut); + A), A,) 5 r)= h 


(,—A,)(,— 4,) Oh, (A,—A,)(A,—4,) O4, 
oder 
(+4) +4)0,+4,) (OW\ _ (a+4)a,+4)a+4,) (OWN _ 
1) VER (Z) i$ A]. (&) Ta ee 


Diese partielle Differentialgleichung theilt sich wieder ganz von selbst in zwei 
gewöhnliche Differentialgleichungen, deren jede nur eine der unabhängigen 
Variablen enthält, wobei man wieder auf der rechten Seite eine willkürliche 
Constante zugleich additiv und subtractiv hinzufügt. Auf diese Weise erhält 
man die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 


1,)(@ 1,)(a h, oWw\’ 
(a, + Kata th) (&) RN 


a—+4.)(a,+4.)(a am‘. 
(+ un +4) (&) — }h(d, HB). 


2 
Der Coefficient von er ) ist positiv, denn von den drei Factoren des Zählers 
2 
ist nur der erste negativ und A,— 4, ist ebenfalls negativ, daher muss 4+h(A,—+-P) 
2 
positiv sein; der Coefficient von (3: ) dagegen ist negativ, denn die beiden 
. 3 j 


ersten Factoren des Zählers sind negativ und der Nenner 4,—4, ebenfalls, 


ENTE 


folglich muss 4h(4,+P) negativ sein. Die Constante h ist aber positiv, weil 
sie der halben lebendigen Kraft, einer ihrer Natur nach positiven Grösse, gleich 
ist. Da sonach 4,+ positiv, 4,4 negativ sein muss, so hat man die Un- 


gleichheiten 
BEL. 0 0, 
—4, FR h, ’ 
welche beiden Bedingungen sich sehr wohl mit einander vertragen, da 4,>4, ist. 
Wir erhalten aus den obigen gewöhnlichen Differentialgleichungen folgende 
vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung (1.): 


N Pay ee Er “ Fi fa (+1 De er ) j 


Hieraus ergiebt sich für die kürzeste Linie auf dem dreiaxigen Ellıpsoid die 


Gleichung SF — Const. oder 


VER ea vr 
> leer 2a] Naar) 


Die Gleichung für die Zeit ist rt n— en oder da W von h nur 
durch den Factor Yh abhängt und demnach a = SW. ist, 
(4) Be —-W. 


Bezeichnet s den Bogen der kürzesten Linie, von dem Punkt derselben an 
ger echnet, in welchem sich zur Zeit 7 der bewegliche Punkt befindet, so giebt 


der Satz der lebendigen Kraft 7’=1 (2) — h, ds = V?h.dt, 


s—= VY2hlt—n). 
m erhält man durch een. mit (4.) für den Bogen s die Gleichung 


s—= ——-W oder 
Ser 


EYE, VERRE 
wu + ja (a, en e; ans ) + far, ESSEN ) 
wodurch auch die Reectification der kürzesten Linie ausgeführt ist. 
So haben wir durch den blossen Hinblick auf die partielle Differential- 
gleichung ein Problem gelöst, welches bisher für unlösbar galt. Obgleich die 
angewandte Substitution das wesentlichste Erforderniss zu dieser Lösung ist, so 
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erleichtert doch auch die Methode der Zurückführung auf die partielle Diffe- 
rentialgleichung die Durchführung bedeutend. In der That fand Minding, als 
er die von mir veröffentlichte Substitution anwenden wollte, auf dem üblichen 
Wege der Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung Schwierigkeiten, 
die er nach seiner eigenen Angabe nicht überwunden haben würde, wenn ihm 
nicht das von mir angegebene Resultat schon bekannt gewesen wäre”). 

Durch dieselbe Substitution, welche uns schon die Lösung mehrerer 
schwierigen Probleme gegeben hat, können wir auch das Problem der Karten- 
projecetion für das dreiaxige Ellipsoid erledigen. Unter den verschiedenen 
Arten eine krumme Oberfläche auf einer Ebene darzustellen, wie dies bei den 
Karten nöthig ist, zieht man diejenige Art der Projection allen übrigen vor, 
bei welcher die unendlich kleinen Elemente ähnlich bleiben Mit dieser Pro- 
jection hat sich im vorigen Jahrhundert Lambert vielseitig beschäftigt, wovon 
man sich in seinen Beiträgen zur Mathematik näher unterrichten kann. Da- 
durch veranlasst unternahm Lamberts damaliger College Lagrange eine Unter- 
suchung desselben Gegenstandes und gelangte zur vollständigen Lösung für alle 
Umdrehungsflächen. Die Kopenhagener Gesellschaft, welche später auf die 
Lösung dieser Aufgabe für alle krummen Oberflächen einen Preis gesetzt hatte, 
krönte die von Gauss eingesandte Abhandlung. In derselben geschieht der 
Lagrangeschen Arbeit, der nur wenig hinzuzusetzen war, keine Erwähnung. 

Die leitende Idee bei der Lösung des Problems der Kartenprojection ist 
folgende. Wenn man einen Punkt auf der Oberfläche mit den unendlich nahen 
Punkten verbindet und dasselbe mit den entsprechenden Punkten in der Ebene 
vornimmt, so müssen die entsprechenden Längen proportional sein, damit die 
unendlich kleinen Elemente ähnlich seien, und umgekehrt, sind die entsprechenden 
Längen proportional, so sind die unendlich kleinen Elemente ähnlich. Diese 
Proportionalität ist analytisch auszudrücken. 

Die Coordinaten x, y, z eines Punktes der Oberfläche seien als Functionen 
zweier Grössen p und q. gegeben; dann wird das Quadrat des Bogenelements 
irgend einer Curve auf der Oberfläche durch den Ausdruck 

ds? = da’+dy’+dz?” —= Adp’+2Bdpdg+(dg’? 
dargestellt. Das Quadrat des entsprechenden Bogenelements in der Ebene ist 
do? — du’+dv?, 


*) Vgl. Crelles Joumal Bd. XX, p. 325. 
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wo u und v die rechtwinkligen Coordinaten in der Ebene bedeuten. Damit 
nun die unendlich kleinen Längen einander proportional werden, muss do’ — mds? 
sein, wo m irgend eine Function von p und q sein kann. Das Correlations- 
system zwischen den Grössen u, v und p, q muss also ein solches sein, dass 
die Gleichung 
du’+dv? = m(Adp’+2 Bdpdg+Cdg’) 

bestehe, wo Ym das Aehnlichkeitsverhältniss bedeutet. 

Diese Differentialgleichung befriedigt man folgendermassen. Man löse 
Adp+2Bdpdg+Üdg? in “ beiden linearen Factoren 


VA.dp+ (0 ie v=1)ag, VA. a —i)ag 


auf und denke sich m in die Faetoren a+bY—1 und a«&—-bV—1 zerlegt, dann 
lässt sich obige Differentialgleichung in die beiden auflösen: 


du+-dvy —1 == (Hy YA. + ke vi) ag}, 
du—dvy—1l= (byIIYA. Rn ee vi) ag}. 


Kann man nun a und db so bestimmen, dass A rechten Seiten dieser Gleichungen 
vollständige Differentiale werden, so erhält man durch Integration u und v als 
Functionen von p und q. Den integrirenden Factor a+bY—1 bestimmen 
heisst nichts Anderes als die Differentialgleichungen 
B? 

= VA + v-i)ag, 

ya + le —)ag 
integriren, und diese Integration ist also die schliesslich zu lösende Aufgabe. 


It B=0, so müssen die Factoren a+bV—1 und a—bV—1 gefunden 
werden, welche 

VA-do+YC.y—1.dg und YA.dp—YC.Y—1.dgq 
integrabel machen, und alsdann ist Ya’+ 5b? das Aehnlichkeitsverhältniss. 

Ist die Oberfläche ein dreiaxiges Ellipsoid, so erhält man nach Ein- 
führung der Grössen A,, A, A,, von denen 4, constant gesetzt wird, in Folge 
der Gleichung (2.) der siebenundzwanzigsten Vorlesung für das Bogenelement 
irgend einer Curve auf demselben den Ausdruck 


ee SL) 
ds? ER Adi?+-CaR? er ( 2 1 2 3 di’+ 3 1 3 2 Air, 
a a EB en wen en, 
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und man hat also die Factoren zu finden, welche die Ausdrücke 


—A)(A— — N — 
es Fler E = ® Aalen EeCsEHCez? ag 


2. em — 
ken: (a, (+4, a 5:2 Pe (a, = ER Te 2 7) -V—1.dh, 


integrabel machen. Diese Factoren sind — für beide Ausdrücke; daher 


Se. 
Va—h, 
von u, v und p, q geben, werden 


een: Rn 1—, 
duo YA = He NEN + ee SER -V—1.d2,, 


VE 


sta b=(, und die De welche die Correlation 


ae % Be Re Er 
du— dv.Y—1 =) = ar a a; «dA, N a ne 
Hieraus folgt: 


K—4 / Ah 
= 5 ‚v=/dı BEL 
la ara 9 (HA Nat Aa) 
und das Aehnlichkeitsverhältniss ist 


——y 2 
Vm en — Ve’+b? ke 
V—A, 


mit der so bestimmten Grösse Ym müssen also die Längen auf dem Ellipsoide 
multiplicirt werden, um die entsprechenden Längen in der Ebene zu geben. 
Die Formeln, welche wir für die kürzeste Linie auf dem dreiaxigen 


Ellipsoid gefunden haben, erleiden eine wesentliche Veränderung für den Fall 
eines Umdrehungsellipsoids.. Es sind dabei zwei Fälle zu unterscheiden, der 
erste ist der des abgeplatteten Sphäroids, in welchem die beiden grösseren 
Axen einander gleich sind, wo also a, —= a,, der zweite ist der des verlängerten 
Sphäroids, in welchem die beiden kleineren Axen einander gleich sind, wo 
also @4,= a,. Wir wollen von diesen beiden Fällen nur den ersteren behandeln, 
da der letztere ganz analog durchzuführen ist. Man verfährt hierbei bekannter- 
massen auf die Weise, dass man zuerst a, und a, unendlich wenig von einander 
verschieden annimmt und erst schliesslich zusammenfallen lässt. Es sei also 
zunächst 
a, = Q,+®, 
wo m eine unendlich kleine Grösse bezeichnet. Nach den allgemeinen Be- 
trachtungen liegt 2, zwischen —a, und —a,, also im vorliegenden Fall zwischen 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 28 
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— a, und —(@-+-w); man kann daher 
), = —(a,+wsin’p) 


setzen, d.h. 
a,+4), = —osin’g, 
a,+4, = w— osin’p —= wcos”Yy, 
di, = —w.2sinpcospdy. 


Hieraus folgt: 
u; — —2dy. 
V-(a+ 13) (9,+4,) 
Dies haben wir in die Gleichung der kürzesten Linie zu substituiren, d.h. ın 


die Gleichung 
—4, 1—4, RE 
of Dar RCHRCETRETE + Ja an in 


1 
Von den im ersten Integral unter dem Wurzelzeichen stehenden Factoren 
werden a,+4, und a,+4, einander gleich, das Integral verwandelt sich daher 


in ein elliptisches. Das zweite aber geht über in 
aA, 


2); re ıY —a)0—a) ® 


und die an (3.) Sn die Form 
Fr ) .p — Const. 


a er —_ Ren SEme (a —a,)P— a, 
Die Ausdrücke der Coordinaten für die Punkte der Oberfläche des dreiaxigen 
Ellipsoids waren 
= = ya u a —+4,)(a,—+4,) 
—4,)(a, —4&,) 5 
ER Ve > Ka, —+4,)(a,+4,) 
—a,)(@, —4,) 
a a 
i (a; NR a, )(a,— a,) 


diese werden im Falle des abgeplatteten Sphäroids 
u Bagand var me Ya, + +4,, 


a, —4, 


= er real ıYa,+2,.sinp, 


qa, iR 
2, a Bu LYa,—+-1,.c08 
q, a7 ge 
Da die allgemeinen Formeln für x, und 2, in einander übergehen, wenn q, 
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mit a, vertauscht wird, so könnte eine oberflächliche Betrachtung glauben 
machen, es müsste, wenn a, = a, ist, auch 2, = 2, sein; dies ist aber, wie wir 
sehen, keineswegs der Fall. Die alsdann geltenden Formeln sind dieselben 
welehe man erhält, wenn man die Coordinaten x, und Vx?+x} des Meridians 
des Sphäroids nach der für die Ebene gültigen Substitution durch A, und A, 
ausdrückt und für die Länge auf dem Sphäroid den Winkel 9 einführt. 

Auch für die im Vorigen abgehandelte Kartenprojection erhält man bei 
der Anwendung auf das Sphäroid besondere Formeln. Dieser besondere Fall 
der Projection führt den Namen der stereographischen; die charakteristische 
Eigenschaft derselben, dass sich die homologen Curven auf der Oberfläche und 
in der Ebene unter gleichen Winkeln schneiden, ist nur ein anderer Ausdruck 
für die Aehnlichkeit der unendlich kleinen Elemente. 

Die partielle Differentialgleichung, deren Integration uns die Gleichung 
der kürzesten Linie auf dem Ellipsoid gab, war von der Form 


a) ra) 
BE 


— Üonst., 


= a 


Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht eine Constante, weil wir den sich 
‚bewegenden Punkt keiner Kraft unterworfen annehmen, ausser einem anfäng- 
lichen Stoss. Man kann sich nun die Frage stellen, von welcher Beschaffenheit 
Kräfte, die auf den Punkt wirken, sein müssen, damit die daraus hervor- 
gehende Form der obigen Differentialgleichung die nämliche Methode der Inte- 
gration zulasse, wie wir sie bisher angewendet haben. Die allgemeine Form, 
unter welche sich die Kräftefunetion zu diesem Behufe bringen lassen muss, 
ist, wie man leicht einsieht, 


x(A,)+W(A,) 
LE 


weil alsdann die Trennung in zwei gewöhnliche Differentialgleichungen gelingt. 


Aber dieser analytischen Form wird man im Allgemeinen keine mechanische 
Bedeutung abgewinnen; wir wollen nur einen Fall betrachten, der eine solche 
zulässt, nämlich den Fall, wo die Kräftefunction die Form A,+4, hat, welcher 


20 2 * . . * * 
Ausdruck sich auf die Form een bringen lässt, mithin unter die in Rede 
2 3 


stehende Kategorie gehört. Dieser Fall entspricht dem mechanischen Problem, 
28* 
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wo ein auf der Oberfläche des Ellipsoids sich bewegender Punkt einer Kraft 
unterworfen ist, die ihn nach dem Mittelpunkt proportional seiner Entfernung 
von demselben zieht. In der That, in diesem Fall ist die Kraft, die auf den 
Punkt in der Richtung des vom Mittelpunkt ausgehenden Radius Vector r 
wirkt, gleich kr, folglich ist die Kräftefunetion Ar? = 4Yi(a +22-+33). Rufen 
wir uns die allgemeinen in der sechsundzwanzigsten Vorlesung (Gleichung (2)) 


gegebenen Ausdrücke von a, &, ... % durch A, A,, ... A, ins Gedächtnis 
zurück, also die Ausdrücke 

rs (an+-4,)(am+ 1) N EEE a EI EEE (an—t4n) 

m (an — a,) (au — 4,) ... (au.— Ga (au — Am-+1) ER (am— An) 


n—1 


ei lt At An)am Hd Ayerı dm 
(an — 4, )(Aam—4,) (Ay — Am) (Anm— Am+1)--(Am— Ay) ” 

so folgt nach den bekannten Sätzen über Partialbrüche die merkwürdige Formel 
++ tn = a ++ ++ thin 

Für n=5 wird 


+0 +2) = a+a,+a,+4+%44,. 
In dem von uns betrachteten Fall ist #, constant, also erhalten wir für die 
Kräftefunction 

sk(a?+02+ 22) = Sk(A,+4,)+ Const., 
so dass sich in diesem Fall die partielle Differentialgleichung mit derselben 
Leichtigkeit integriren lässt wie früher. 

Man kann diese Betrachtung noch ausdehnen und annehmen, dass die 
hinzukommende Kraft nicht mehr nach dem Mittelpunkt des Ellipsoids gerichtet 
ist. In dem eben betrachteten Fall war kr die Kraft in der Richtung des 
Radius Vector, daher die Seitenkräfte in der Richtung der Öoordinatenaxen Äx,, 
kx;, kx,. Geben wir jetzt den Coordinaten verschiedene Üoefficienten m, Ms, 
M;, so wird die Integration auch noch möglich sein, wenn wir diese Grössen 
einer Bedingungsgleichung unterwerfen. In der That, sind die Componenten in 
der Richtung der Coordinatenaxen m,&,, My%;, My2,, so hat die Kräftefunction 
den Ausdruck 


dm 2) +m, a3+m, ®;) 
=; (a,+A,)(a,+4,)(a,+4,) (a,+4,)(@,+4,)(a,-+4,) 
= 3 (a,— a,)(a,—4,) HE (a,—a,)(d,—4,) 
+4m, (a,+4,)@,+4,)(a,+-4,) 


! (a,—a,)(a,—a,) 
lässt sich also unter der Gestalt 
A+B(},+4,)+ CR, A, 


9 
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darstellen und ist daher von der richtigen Form, wenn Ü verschwindet, d. h. wenn 
m,(a,—+4,) 2  m,(a,+-4,) m,(a,—+4,) ug 
(a— a), 4) (a—a,)(a,—a,)  (M,—a,)(a,—a,) 
Ist diese Bedingungsgleichung durch . die Werthe von m,, m,, m; erfüllt, so 
bleibt die frühere Integrationsmethode zulässig. 


Neunundzwanzigste Vorlesung. 
Anziehung eines Punkts nach zwei festen Centren. 


Wir gehen jetzt zu der Bewegung eines von zwei festen Centren an- 
gezogenen Punktes über. Beschränken wir uns zunächst auf den Fall, wo die 
Bewegung in einer Ebene vor sich geht, was immer der Fall ist, wenn die 
Richtung der Anfangsgeschwindigkeit mit der Verbindungslinie der festen 
Oentren in emer Ebene liest. Diese Verbindungslinie sei die Axe der x,, die 
in der Mitte zwischen den beiden um 2/ von einander entfernten Oentren senk- 
recht darauf stehende die Axe der &,. Drücken wir nun &, und 2, durch 4, 
und /, aus und wählen die Constanten a, und a, der Substitution so, dass die 
beiden festen Centren in die Brennpunkte des confocalen Systems fallen, so 
wird die zu integrirende Differentialgleichung 

2 Mer ? 
a) a un (7 ) + “u DE ( ) — 4U+3%, 
wo U ebenfalls durch 4, und 4, ausgedrückt werden muss. 
Die Entfernungen des angezogenen Punktes von den beiden Vention 


seien r und r,, dann hat man 
Paar N=@-Nra, 
oder 
rat tfrf, N =atatr—2rR, 
Nach der Fundamentaleigenschaft der Ellipse ist 
= (a,+4,)—(a,+4,) Eh ee 
die Substitution 


2.) 


liefert überdies, wie wir wissen, die Gleichung 
+8, FR ++ +4; 


2, se Di aau we je erh) 


a,—4, a,—4, 
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daher wird 
= ati +f’+2fo, = 2a,+1,+4,+2Y(a,+4,)(a,+4,) 
a [Va,+A,+YVa,+A4, ” 
r = a? +0? +f’—2fx, = 2a, +4, +1, —2Y(a,+4,)(a,+4,) 
= {Ya +4, —Va,+4,), 
also 


2. V,+4+Vo,-+A,, a Se V+r—Va,+4, : 
Wenn man diese Ausdrücke in die Kräftefunction 


v_” 23 m, _ mr mr 


[& Ye ER 


1 1 


substituirt, so ergiebt sich 


Fe (m+m,)Va,+1,— (m—m,)Va,+2, 
ug A—h, 

Setzt man diesen Werth von U in die partielle Differentialgleichung (1.) und 
multiplieirt mit A,—4,, so erhält man‘ 

oW\’ oW\’ 
| mel )-ernern() 

| — 43h, +S(m+m,) Ya, +4, — [$h2, +3 (mm, )Ya,+A,}; 
und da man diese Gleichung durch Einführung einer willkürlichen Constante % 
in die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 
ae I 5 LEBER: (er 
m (a+4)a,+4) 1.04, (a+4,)(a,+4,) 
auflösen kann, so wird 
R shA,+s(m+m,)Ya,tA,+ß $hr,+4(m—m,)Ya,+,+ß 

o wa man Ma 
Will man hier die Irrationalität unter dem Quadratwurzelzeichen fortschaffen, 
so setze man 


Vet, pP, +4, =g; 


und erhält 
2(hp + (mm) p+ 2 —ha,) 2(hg’+(m— m,) q+28—ha,) 
W=|d 
far Be +fagy) | A, 
Aus (4.) ergeben sich die Integralgleichungen unter der Form: 


ls .8W 
Dr 
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Lagrange hat sich in dem ersten Bande der Turiner Memoiren bemüht, 
Kräfte zu finden, welche man den Attractionen nach den beiden festen Oentren 
hinzufügen kann, ohne dass die Eulersche Lösung dieses Problems aufhört, die 
Integration zu leisten. Obgleich diese Untersuchung zu keinem wesentlichen 
Resultat geführt hat, so ist sie dennoch von dem grössten Interesse, und zwar 
nicht bloss für den damaligen Stand der Wissenschaft, sondern noch gegen- 
wärtig. Die Kraft, welche man nach Lagrange hinzufügen kann, ist eine nach 
dem in der Mitte zwischen den beiden festen Centren liegenden Punkt ge- 
richtete und der Entfernung proportionale Attraction. Dies stimmt mit dem, 
was wir rücksichtlich der kürzesten Linie auf dem Ellipsoid fanden, vollkommen 
überein. Denn durch diese Kraft kommt in der Kräftefunetion der Term 
Ikka+2) = tk(A+A+qa,+a,) hinzu, also auf der rechten Seite der par- 
tiellen Differentialgleichung, d.h. in LU(A,—2,), der Ausdruck v(A)— v(R,), 
wenn man w() = tk |2’+(a,—+-.a,)4| setzt. Zugleich sind dann w(A,) und w(2,) 
respective die Glieder, um welche in den nach 4, und A, genommenen Inte- 
gralen des Ausdrucks (4.) von W die Zähler unter den Quadratwurzelzeichen 
zu vermehren sind. 

Wir haben durch die obigen Formeln das Problem der Attraction eines 
Punktes nach zwei festen Centren, wenn die Bewegung in einer Ebene ‚vor 
sich geht, vollständig gelöst; es bleibt jetzt noch übrig den allgemeineren Fall 
hierauf zu reduciren. Dies geschieht durch das Prineip der Flächen. 

Um die Aufgabe in ihrer grössten Allgemeinheit zu behandeln, wollen 
wir annehmen, ein Punkt werde nicht durch zwei, sondern durch eine beliebige 
Anzahl von festen Centren, die in einer Geraden liegen, angezogen. Alsdann, 
und selbst wenn noch überdies eine constante Kraft parallel derselben Geraden 
hinzukommt, gilt in Beziehung auf die Ebene, welche auf dieser Geraden senk- 
recht steht, das Princip der Flächen. Ist nun die Anfangsgeschwindigkeit des 
sich bewegenden Punktes mit der Geraden in einer Ebene, so findet die ganze 
Bewegung in dieser Ebene statt, und man hat nicht nöthig den Satz der 
Flächen anzuwenden. Liegt dagegen die Anfangsgeschwindigkeit mit jener 
Geraden nicht in einer Ebene, so beschreibt der Punkt eine Curve doppelter 
Krümmung. Hierbei ist es nun von grossem Vortheil, die Bewegung in zwei 
zu zerlegen; denkt man sich nämlich durch den Punkt und die Gerade, welche 
die Centra enthält, eine Ebene gelest, so kann man sich vorstellen, dass die- 
selbe um die Gerade rotire, und ausserdem der Punkt sich in der rotirenden 
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Ebene bewege. Diese Zerlegung, welche unter allen Umständen möglich ist, 
würde im Allgemeinen keine Vereinfachung bewirken; aber in dem betrachteten 
Fall wird es durch das Princip der Flächen möglich, die Bewegung des Punktes 
in der Ebene ganz von der Rotationsbewegung zu trennen, so dass man zuerst 
die Bewegung des Punkts in der Ebene sucht und, nachdem diese gefunden 
ist, den Rotationswinkel dieser Ebene (von einer bestimmten Lage derselben 
an gerechnet) durch eine blosse Quadratur erhält. Wie wir sehen werden, 
sind die Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes in der rotirenden 
Ebene von den Differentialgleichungen, die man erhält, wenn die Bewegung 
überhaupt in einer Ebene bleibt, nur dadurch verschieden, dass ein Term hin- 


zukommt, welcher proportional = ist, wo r die Entfernung des Punktes von 


der die Centra enthaltenden Geraden bedeutet. Diese Gerade, welche die 
festen Centra enthält, sei die Axe der x; stellen wir ferner die Differential- 
gleichungen der Bewegung des Punktes, ohne die Ausdrücke für die Kräfte 
wirklich hinzuschreiben, in der gebräuchlichen Weise durch die Formeln 


dar, so findet die Bedingungsgleichung 
yZ2—2Y=0 
statt. Diese Gleichung, welche aussagt, dass die Kräfte Y, Z sich verhalten, 


wie die Coordinaten y, 2, d.h. dass die Richtung ihrer Componente durch die 
Axe der x geht, ist mit dem Prineip der Flächen gleichbedeutend; denn setzt 


d’y Eur « 
man und Fr für Y und Z, so erhält man 
d’z d? 
Zr 
und hieraus durch Integration 
dz dy 
en ME 


Um nun die Bewegung des Punktes in der durch die x-Axe gehenden Ebene 
von der Rotationsbewegung dieser Ebene zu trennen, müssen wir 


y=1r0089, z2=rsinp 
setzen, so dass x, r die Coordinaten des Punktes in der rotirenden Ebene sind 
und 9% der Rotationswinkel, von der Ebene der x, y an gerechnet. Dann 
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hat man 
vr yR, 
dy dz 
dt Yyrz 
d’y d’z dy \? BE dy da \® 
Etat are) 
ar vy’+2’ ED 
Die beiden letzten Glieder geben, zu einem einzigen vereinigt, 


HN © y) ( dy dz ) 
Gas cAkar el wer 
| (+23 
oder, da nach einer bekannten Formel 


dy \? ( de )) ( dy dz ) ( dz dy ) 
2 2 ERTL FRI EB BEER, RESET JERIE 
++ Ei Narr a) Ya a 


9 


ist, 


144 
+ 
Man hat also die Gleichung 
21: d’z 
ne, Ir dt? yY+z2Z a? 
a ana ee 


Nun sei R die Kraft, welche auf den Punkt in der gegen die Axe der x 
senkrechten Richtung wirkt, also die Resultante der Kräfte Y und Z, dann 
hat man 


En Z=-R, 
F R 


2 2 
yY+2Z = ITER FR, 
und daher 
d’r a? 
et 


Wir haben also die beiden Gleichungen der Bewegung des Punktes in der 
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rotirenden Ebene in der Gestalt 
2 2 2 

5.) = —=X, n = R+ 
Da nun in dem Fall, welchen wir betrachten, die Kräfte von dem Rotations- 
winkel 9 ganz unabhängig sind, so hängen X und R nur von x und r ab. 
Man kann daher diese beiden Gleichungen selbständig integriren und erhält, 
wenn man durch die Integralgleichungen © und r als Funetionen von ? be- 
stimmt hat, den Rotationswinkel $ aus dem Flächensatz. Derselbe verwandelt 
sich durch Einführung von r und in 


dp 
ya — 
(6.) 7 Er a, 


Fe 
ya) 


bestimmt wird. Demnach haben wir das ursprüngliche System von Differential- 


so dass 9 durch die Formel 


gleichungen sechster Ordnung in &, 9, 2, t auf ein System vierter Ordnung in 
2, r, t zurückgeführt, und da hierin ? nicht explieite vorkommt, so kann man 
es auf die dritte Ordnung reduciren, indem man es auf die Form bringt: 


2 
(3) da:dr:da a ehr A: (2+%). 


Kennt man zwei Integrale dieses Systems, so erhält man das dritte durch das 
Princip des letzten Multiplicators und hierauf die Zeit durch eine Quadratur. 
Sind z. B. alle Variablen &, «' und r’ durch r ausgedrückt, so ist 


eine Gleichung, mit deren Hülfe man auch 9, ehe r durch ? ausgedrückt ist, 
als ein nach r genommenes Integral 


darstellen kann. 

| Es kommt also jetzt nur noch darauf an, von dem System dritter Ord- 
nung (7.) zwei Integrale zu kennen, um das Problem vollständig zu lösen. 
Aber das eine dieser Integrale giebt der Satz. der lebendigen Kraft, welcher 
bekanntlich bei Attractionen nach festen Centren und bei gegenseitigen An- 
ziehungen immer gilt. In der That, setzt man in der Gleichung 


er Bi Se — ((Xda-+Yay-+Zde) 
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im vorliegenden Falle 


RR 
f vs 


Ydy+Zdz —=R el or, 


ferner 
+ 
Cakarzbelr abe nr 
ER ni dp [23 ’ 
oder da nach dem Prineip der Flächen —- =, wird, 


dy \? (E)-&) a? 
(+ FB A. 0 a, 


(2) +2) = far Ran, 


welches eine Integralgleichung des Systems (7.) ist. Es kommt jetzt nur noch 
darauf an, ein einziges Integral zu finden; das Problem der Anziehung eines 
Punkts durch eine beliebige Anzahl fester Centren, die in einer Geraden liegen, 
und auf den noch überdies eine constante Kraft parallel jener Geraden wirken 


so ergiebt sich 


kann, ist demnach darauf zurückgeführt, eine einzige Integralgleichung eines 
Systems zweiter Ordnung zu finden. 

Sind nur zwei feste Centren vorhanden, so findet man diese Integral- 
gleichung nach der am Anfang dieser Vorlesung auseinandergesetzten Methode. 
Die Coordinaten x und r sind dieselben, welche oben mit &, und x, bezeichnet 
wurden; aber die Kräftefunetion ist nicht mehr die nämliche. Wenn die ganze 


Bewegung in einer Ebene stattfindet, ist ihr Werth [ (Xdx-+- Rdr), jetzt dagegen 
2 ‘ 
kommt das Glied I oder nach der früheren Bezeichnung 
a? 
m: | 
hinzu. Damit nach Hinzufügung dieses Gliedes zur Kräftefunction die partielle 


Differentialgleichung (1.) noch durch die nämliche Methode integrirt werden 


könne, muss sich dasselbe auf die Form E n (x(A)+v(A,)) bringen lassen, 


und dies ist wirklich der Fall; denn es ist nach (2.) 
 _ @+A)a +4) 


1 Bee! ’ 
a ER 


— 28 — 


also durch Zerlegung in Partialbrüche 
ar a,—a, ET | a 005 \ 
3 « Bu 34 (a+4,)(a,+-4,) Sr ge A—4, aA, aA, 


Zur rechten Seite der Gleichung (3.) oder, was dasselbe ist, zu LU(A,—%,) 
kommt also der Ausdruck 


1 1 1 1 
a 9 ale IE 21/2, 
+a (a, A en a,—+-4, 44 f aA, te f +4, 
hinzu, und wir erhalten demnach gegenwärtig die partielle Differentialgleichung 
oW\’ oW\’ 
CE DICHED] CA ENGER R CL 
. oA, O4, 
— 1h1 +4(m+m,)VYa, +4, —ta?f?- ! — 1412,44 m—m,)Ya +4 rn 
\ a+4, Es, a4, 


Aus derselben. ergiebt sich: 


1/A+rHm tm Ya + ht HR 
wa, 4, 1 
(8 ) (a+4,)(a,+4,) 
5 3 [za + Hmm Varta + 
+faa, \ ne SE 
(a,+4,)(a,+4,) 


und hieraus durch Differentiation nach der Constante $ die zu suchende zweite 


Integralgleichung des Systems (7.): 
‚_eW 
©) 
Dies ist die Gleichung der Curve, welche der sich bewegende Punkt in der 
rotirenden Ebene beschreibt. Es ist jetzt noch die Bestimmung des Rotations- 
winkels @ auszuführen, bei welcher indessen eine Schwierigkeit übrig bleibt. 
Drückt man nämlich das Differential von 9, welches nach Gleichung (6.) und 
in der gegenwärtigen Bezeichnung durch die Formel 
I SM ad 
gegeben ist, in den Grössen 4, und 4, aus, so erhält man zunächst kein voll- 


ständiges Differential. Denn das Differential von t ergiebt sich, wenn man in 


die zur Bestimmung der Zeit dienende Gleichung 
WE ehe 

oh 
für W seinen Werth (8.) einsetzt, unter der Form 


dt = F\ (A, )dA, + F,(A,)dA,, 


t— 
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und dieser mit 

BC, a(a, —a,) 

©?  (a+4,)(a,+4,) 
multiplieirte Ausdruck giebt nicht unmittelbar ein vollständiges Differential, 
sondern kann erst in ein. solches mit Hülfe der zwischen den Variablen 4, 
und 2, stattfindenden Gleichung (9.) verwandelt werden. 
Ä Diese Schwierigkeit kann man vermeiden, wenn man das Problem der 
Anziehung nach zwei festen Öentren auch für den Raum, ohne auf particulare 
Betrachtungen einzugehen, ganz und gar auf eine partielle Differentialgleichung 
zurückführt. Die allgemeine partielle Differentialgleichung für eine freie Be- 
wegung, bei welcher der Satz der lebendigen Kraft gilt, ist 

er Fe) - 2UH2N. 
0x oY 02 


Indem wir für y und z Polarcoordinaten einführen und 


y=rc09, 2=rsinp 
"SWw\?’ (Er 1 Es He 
CAEIesEn ag) OHM 
Da in U die Variable nicht vorkommt, so kann man nach der allgemeinen, 
schon oft gebrauchten Methode 


setzen, erhalten wir 


WER 
setzen, wo W, eine blosse Function von x und r ohne g ist. Hierdurch wird 
oWw _ aWw aw_oaw aW_ 
a 
und die partielle Differentialgleichung in W verwandelt sich in 
| [6 W, ) je W, )- a? 
(10.) a -- Er = 2U— —z+ 2. 
Diese Differentialgleichung stimmt genau mit derjenigen überein, welche wir 
oben durch die Reduction der Bewegung im Raum auf die Bewegung in der 
rotirenden Ebene erhalten haben; denn auch jene Betrachtung zeigte, dass von 
2 
U das Glied £, 
2r 
der früher so bezeichneten genau übereinstimmt. Der oben erhaltene Aus- 
druck (8.) von W genügt daher der Differentialgleichung (10.) für W,, und 
man findet aus demselben W durch die Gleichung 
W=W-.eg. 


abzuziehen sei, so dass die jetzt eingeführte Constante & mit 
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Hieraus gehen sodann die beiden Integralgleichungen hervor: 


EM AN Le 0 
OENB? DE 


von denen die erste dieselbe. ist, welche wir schon oben fanden, während die 


I 


zweite den Werth von $ durch die Gleichung «' nn = ai - liefert. Hierin ist 


an die Stelle von W, der Ausdruck (8.) von W zu co Die beiden Integral- 
gleichungen, durch deren Zusammenbestehen die Curve doppelter Krümmung 
definirt wird, in welcher der Punkt sich bewegt, sind also 


oW oW 
Ei a 
er und «—y Er, 


[04 


wo 


far +$(m+m,) Va,+4,—ta?f? a 


2 3 1 2 1 ar 
w= far, I) 41) 


5 (a1, +3$(m—m,)Va, seele En 
een : 

und die Zeit wird durch die Gleichung 

oh 

ausgedrückt. Nach Vollziehung der Differentiationen erhält man die fertigen 
Formeln 


+ 
= 


t—T= 


gi f 4d}, 
Va,4-A, V[$hr,+3(m-tm, Va, +B](a+)—ta’f? 
ddA, 
en 
Va,+4, V[3%2,+$(m —m, )Va,+2,+-](a, +4,)—ta?f’ 
y—a' N taf’ar, 
(a,+2,)Va,+-A, V[3hA,+3(m+m, Va, +4, +B](a+4,)—te’f? 
+[ taf’dA, 
(a, -+2,)Va,_r1, VI$Rr,+ 4m —m Va, + Bla +) — ep 
44, dA, 
t—Tt= 
Var Virha tn tm Var late 7 
+[ +2,d), 
Va,+% Vi3RA, + m—m Va ++ Bla + te’f’ 


Auch hier kann man, wie oben, die Irrationalität unter den Quadratwurzel- 
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zeichen dadurch beseitigen, dass man an Stelle von 4,, 4, die Grössen 


Va+), =p, Va,+r, —=4q 
als Variable einführt. 


Dreissigste Vorlesung. 
Das Adelsche Theorem. 


Um die Wichtigkeit der in der sechsundzwanzigsten Vorlesung vor- 
getragenen Substitution, die uns nun schon die Lösung einer Reihe von 
mechanischen Problemen gegeben hat, schliesslich an einem besonders merk- 
würdigen Beispiel zu zeigen, wollen wir sie auf das Adelsche Theorem an- 
wenden. Dieses Theorem bezieht sich nämlich auf ein gewisses System ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen und giebt zwei verschiedene Systeme von 
Integralgleichungen desselben, von denen das eine durch transcendente Functionen, 
das andere rein algebraisch ausgedrückt ist. Diese in ihrer Form so ver- 
schiedenen Systeme von Integralgleichungen sind nichtsdestoweniger völlig identisch. 

Nach unserer Methode wird das System der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen auf eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zurückgeführt; 
von dieser wird eine vollständige Lösung gesucht, und die nach den will- 
kürlichen Constanten genommenen Differentialquotienten derselben, neuen Con- 
stanten gleich gesetzt, liefern das System der Integralgleichungen. Die Lösung 
der partiellen Differentialgleichung kann aber sehr von einander abweichende 
Formen annehmen; durch Aufsuchung dieser verschiedenen Formen erhält man 
der Gestalt nach verschiedene Systeme der Integralgleichungen, welche aber in 
ihrer Bedeutung mit eimander übereinstimmen müssen. Dies ist der Weg, auf 
welchem wir das Adelsche Theorem beweisen werden. Wir gehen von der 
partiellen Differentialgleichung 


w + - 


2 


aus, welche für n = 3 dem einfachsten der mechanischen Probleme, der gerad- 
linigen gleichförmigen Bewegung eines Punkts im Raume, entspricht. Dieselbe 
ersetzt die gewöhnlichen Differentialgleichungen | 

d’x, . d’ x 


3 ee N, 


Unter Benutzung der in der sechsundzwanzigsten Vorlesung aufgestellten Sub- 


==), 
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stitution ergiebt sich das Abelsche Theorem, und zwar in einer viel expliciteren 
Form, als der von Abel gegebenen. 


Da in der Gleichung (1.) die Variablen ©, &, ... x, selbst nicht vor- 
kommen, so erhält man eine vollständige Lösung V, indem man 
(2.) V=anr +9,%"t4n&n 
setzt. Denn alsdann haben die Constanten &,, &, ... @, nur der Bedingung 
tet +m-ıt0 = 2 
zu genügen, sodass - 
% = VY2h— a? —a?— + — 0-1, 


und V enthält daher, abgesehen von der Constante, die man noch addiıren 
kann, n—1 Constanten, ist also eine vollständige Lösung. Als Integral- 
sleichungen erhält man 


er: = N. 
==.U 2 == & PR LEN = _— =TtI—T 
ca, TRENNEN, N da,—ı 0 OR ; 
oder 
2a en 
1 On n 1? 
[04 
DL, Be 3 Un = e), 
On 
On—i RR, 
In—17— In — On; 
On 
1 
un =t—T, 


oder endlich, wenn man die letzte Gleichung in die anderen einsetzt, 
u = al—dD+te, 
. = BÜe—N+R,, 

8.) 
Go hlt— MD) +); 
ee, 


welches für n = 3 in der That die Gleichungen der geradlinigen Bewegung sind. 
Führen wir nun in die Gleichung (1.) an die Stelle der Variablen & die 
Variablen 4 ein, so erhalten wir nach Formel (12.) der sechsundzwanzigsten 
Vorlesung: | | 
m at) Hi). es, a„+4) ([OV\?’ 
MS ne (&) ur 
Man erkennt hier nicht unmittelbar, auf welche Weise in dieser Gleichung die 


a 


Variablen von einander getrennt werden können. Aber es ist nur nöthig, sich 
an den in der sechsundzwanzigsten Vorlesung (p. 202) gegebenen Hülfssatz aus 
der Theorie der Partialbrüche zu erinnern, die aus demselben folgende Formel 


x y Ze ctahıte, ut: rreren. ash + 
( ) = (—1 1 A,)...(A— A) Ar). (A— An)” 
in welcher c, ©, ... c,_, willkürliche Constanten sind, aufzustellen und diesen 


Ausdruck für 4h in (4.) zu substituiren. Befriedigt man die hieraus hervor- 
gehende Gleichung 


i =“ HAN. u ee gs (an+4:) a; 
2 Fee HERR? 4 PER) YA BEE Ta,N 7 LES Tara aaa GR 
m c+Hohkh,ht+ ::::--- + +4" 

= (kA) A,)..(k— A 1)(A— Air). .(A— Ay) 


indem man die entsprechenden Glieder beider Seiten einander gleich setzt und 
auf diese Weise die partielle Differentialgleiehung (6.) in die n gewöhnlichen 
_ Differentialgleichungen 


(6) 
(a, +4 (a, +A).. (+4 le )=- ang erL, di PL, oT ER ee Ar Ih 


für i—=1, 2, .... n zerlegt, so ergiebt sich für V die vollständige Lösung 
1) - Sfai Ve: Ureoit- oa 4hir! 
ö Me (.+A)a,tA):....... (+4) 
und hieraus folgen die Integralgleichungen 
en uf, 
0.0006 Be ea ns 


welche unter Einführung der Bezeichnung 
FM = (c+e At A432 +HthR)la, +i)(a,+4)...(an-+A) 
_ die Gestalt annehmen: 


dA; 
2c' 
2/5 
A;dh; 
2 = 21 ——, 
i) V/@) 


ar on 
er 2j% Va)’ 
ah: 
Va) 
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(8.) 


Mt n)=. 
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Dies sind die transcendenten Integralgleichungen des Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen 
n—2 n—1 
a BR RL ML 
Vr(A) Vr@A) Vf) Vf) 


während in (3.) die algebraischen Integralgleichungen des nämlichen Systems 


0 — Adt, 


’ 


enthalten sind. 

In dieser algebraischen Integration der Differentialgleichungen (9.) be- 
steht das Abelsche Theorem, und zwar tritt dasselbe hier in einer Form auf, 
welche vor der ursprünglich von Abel gegebenen den Vortheil bietet, die sonst 
mit grossen Schwierigkeiten verknüpften Untersuchungen über die Realität der 
Variablen und über die Grenzen, innerhalb deren man sie zu nehmen hat, 
wesentlich zu erleichtern. Der obige Beweis des Abelschen Theorems hat daher 
etwas wesentlich Neues gegeben, und wenn auch Richelot später aus dem 
Abelschen Theorem selbst dieselben Folgerungen hat herleiten können”), so ist 
doch immer der hier angegebene Weg derjenige, welcher zuerst und natur- 
semäss darauf geführt hat. 

Da die Constanten c, G, ... C,_s ganz willkürlich sind, so muss man 
sie so bestimmen, dass die unter den Wurzelzeichen stehenden Ausdrücke /(4,) 
positiv, mithin alle Integrale reell werden. 

Aus dem Bisherigen ergiebt sich das Abelsche Theorem noch nicht ganz 
vollständig; denn die Function /(A) ist von der (2n—1)", also von ungerader 
Ordnung, und es ist daher nöthig, den anderen Fall, wo f(4) von der 2n‘” 
Ordnung ist, und der hier als der allgemeinere erscheint, besonders zu be- 
trachten. Man erhält denselben dadurch, dass man auf der rechten Seite der 
partiellen Differentialgleichung (1.) zu der Constante 2% noch andere Glieder 


addirt. Die angewendete Integrationsmethode bleibt zulässig, wenn man zu h 


oO? 
die Quadratsumme &+23-+ "+2, in eine Constante k% multiplieirt hinzufüst. 


In den Variablen 4 nımmt dieser Ausdruck die Form an: 
k(+23+ +0) = ka +a,+ +++, "+4,), 
und indem wir für h eine neue Constante 
h = h+k(a, +a,—++-4,) 
einführen, haben wir auf der rechten Seite von (4.) an die Stelle von 4A 
gegenwärtig den Ausdruck 
IN +FsKk(A +, +4, 
=) Crelles Journal Bd. XXIII, p. 354. 


zu setzen. Transformiren wir denselben mit Benutzung des oben erwähnten 
Hülfssatzes in einer der Gleichung (5.) analogen Weise, so finden wir, dass auf 
den rechten Seiten der Gleichungen (5.) und (6.) sich weiter nichts ändert, als 
dass unter dem Summenzeichen im Zähler das Glied 
77H 

hinzu kommt und Ah sich in A’ verwandelt. In den transcendenten Integral- 
gleichungen (8.) des Abelschen Theorems tritt demnach an die Stelle der früheren 
Function (2r — 1) Ordnung f(A) gegenwärtig die Function 2n'” Ordnung 

(10) f@) = lcteAte, 24... Hort H FEIN Hat N). (at). 
Die algebraischen Integralgleichungen werden in diesem Fall etwas complicirter. 
Die partielle Differentialgleichung in &,, %, ... 2, ausgedrückt lautet 


oV\°’ 93V 
a (+ (>>) = 


2 


TEN 
+ (= ) — 2h+2kle ++ +0) 


und lässt sich daher in folgende zerlegen: 


oV\’ AR ! 
( E ) a 2kai+Bß,, 3 =a 2kad+Pß,, er eo Di 2ka2-+- Br; 
= 


h 0%, 
wo 
ra u) 
Hieraus findet sich: 


V— [VER B,de, + [VERF 8,00, + + |VOkeET Bde. 
Denkt man sich nun mit Hülfe der obigen Relation £%, durch A} und die übrigen 
ß ausgedrückt und bezeichnet die unter dieser Hypothese gebildeten Differential- 
quotienten von V mit Klammern, so gehören zu den der partiellen Differential- 
gleichung (11.) entsprechenden gewöhnlichen Differentialgleichungen die Integrale 


av a oV av 
ET le ee Die 
Bezeichnet man dagegen ohne Klammern die Differentialquotienten von V, bei - 
deren Bildung auf die zwischen den Grössen A, Ps, --. P, bestehende Relation 
keine Rücksicht genommen wird, so ist 
(DE) LORen, (er) _ Br BU. (ON) ar. 
7 ER ARRET :): SUHRRRe) Dig 09,7: OB: a ah) Mn 


Man kann daher den Integralgleichungen durch Einführung der Bezeichnung 
%,%,... r, für die Constanten 24,—r, 2%—T, ... —r die symmetrische 
Gestalt geben: 

30* 
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07V ee A UN, 
Be 7 ne ee 


oV = dı, SE RN 
OB, Veka? +8, a 
av 7 
2 Be A reg t—+- n® 
OB J Vakai-rB, 5 


Diese Gleichungen drücken allerdings nicht unmittelbar einen algebraischen 
Zusammenhang zwischen den Variablen x aus. Aber derselbe tritt sofort her- 
vor, wenn man die Werthe der sämmtlich auf Kreisbogen, oder sämmtlich auf 
Logarithmen führenden Integrale bestimmt und bemerkt, dass die hieraus sich 
ergebenden Werthe der Variablen x entweder alle durch Sinus und Öosinus, 
oder alle durch Exponentialgrössen dargestellt werden, deren Argument das 
Product von £ in eine und dieselbe Constante bildet. Man erhält daher alge- 
braische Relationen, wenn man £ zwischen den obigen Gleichungen eliminirt. 
Den Werthen der Variablen x kann man die Form geben: 


u, = Y- Se: - sin [IY-%Gt-+r,)], 


= ' a -sin[y— 2k(t+1,)], 


y u = :ainfy Belt a]. 
Die aus der Elimination von t zwischen diesen Gleichungen hervorgehenden 
Relationen lassen sich so darstellen, dass eine einzige vom zweiten Grade, alle 
übrigen linear in Beziehung auf &,, &, ... x, werden. 
Das System gewöhnlicher Differentialgleichungen, welches der partiellen 
Differentialgleichung (11.) entspricht, ist 


d’x d’x d’an 

IR ka, ei, Ba Dkz 

Ss, dt? REN dt? ns 
Man sieht also aus dem Bisherigen, dass, wenn man von den Differential- 
gleichungen (9.) in A,, As, ... 4, unter der Voraussetzung, dass /(4) die ganze 
Function 2n'" Ordnung (10.) von A sei, ausgeht und die Substitution der 
Variablen &,, 5, ... x, für A,, As, ... 4, vornimmt, man auf diese einfachen 
Differentialgleichungen (12.) in 2), &, ... x, kommen muss. Diesen Gang der 


Untersuchung habe ich in meiner Abhandlung über das Abelsche Theorem im 
24°" Bande des Ürelleschen Journals genommen, ohne jedoch die hier aufge- 
deckte Quelle anzugehen. 


Auf eine ähnliche Art hat Lagrange ım ersten Bande der Turiner 
Memoiren in der Abhandlung über die Attraction nach zwei festen Öentren 
das Fundamentaltheorem der elliptischen Transcendenten bewiesen, welches ein 
specieller Fall (n = 2) dieser Untersuchung ist. 


Einunddreissigste Vorlesung. 


Allgemeine Untersuchungen über die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Die verschiedenen Formen der Integrabilitätsbedingungen. 


Wir werden uns jetzt mit allgemeinen Untersuchungen über die partiellen 
- Differentialgleichungen erster Ordnung beschäftigen und hierbei annehmen, dass 
die gesuchte Function selbst in der Differentialgleichung nicht vorkommt. 
Diese Annahme ist keine wesentliche Beschränkung, da sich der allgemeine 
Fall immer auf diesen zurückführen lässt. In der That, wenn die vorgelegte 
Differentialgleichung die gesuchte Function V enthält, also die Form 

aV:.@PV: oV 

FR, a are 1) 

hat, so führe man eine neue unabhängige Variable g und eine neue abhängige 
W durch die Gleichung 


0=o(V, 


W=gqgV 
ein; dann wird | 
oW oW oV oW oV 
Er ee 8 7 same 
also 
g.:ow er _ OR eo) ay_ 10W 
04.00. W OR u 000 
‚Daher geht die vorgelegte Differentialgleichung in die folgende über: 
20,510 1;9W 
0-0(%,, a RR RR 1): 


welche zwar eine unabhängige Variable mehr enthält, nämlich q, in welcher 
aber W nicht selbst auftritt, sondern nur seine Differentialquotienten nach g, 
dı> 9&s >= Qu. Wir können uns also, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
auf den Fall beschränken, wo 


= U 
(ar SE 
N og, 09, ee On” I» ER er In PETER 

die gegebene Differentialgleichung ist und V selbst in der Gleichung nicht vor- 
kommt. Setzen wir zur Abkürzung 

or _ 

84, a) 
so haben wir demnach die Gleichung 


11.) Pi Par + Pr In In WO. 

Wenn wir zur Bestimmung von V dieselbe Methode anwenden wollen, 
die wir nach Lagrange für den Fall von n=2 in der zweiundzwanzigsten 
Vorlesung durchgeführt haben, so müssen wir die Grössen P,, Pa ... p, als 
Funetionen von 9,. 9 -.. q, so zu bestimmen suchen, dass 

2.) Pd + pP, dt Apndgn 
ein vollständiges Differential wird. Aber wir stossen hierbei auf eine eigen- 
thümliche Schwierigkeit. Da nämlich die Gleichung (1.) schon eine Relation 
zwischen den Grössen p und q ist, so brauchen wir noch n—1 andere Re- 
lationen, um sämmtliche Grössen p,. Ps, -.. P„ durch q,, 9. ... q, ausdrücken 
zu können. Wir haben also über n—1 Functionen der Variablen 9, 95, --- Qu 
zu verfügen und müssen diese so bestimmen, dass der Ausdruck (2.) ein voll- 
ständiges Differential wird. Um dieser Forderung zu genügen, müssen die 


sämmtlichen a Bedingungsgleichungen der Form 
Op, Op, 
4, q, 


oder, was unter Einführung der abgekürzten Bezeichnung 


n(n—1) ’ ; : 
98% Bedingungsgleichungen 


G,) — 0 


erfüllt sein, während man nur über n—1 Functionen zu verfügen hat. Für 


damit übereinkommt, die 


n= 2 sind zwar diese beiden Anzahlen einander gleich, nämlich gleich 1, in 
allen anderen Fällen aber übertrifft die erste Anzahl die zweite. 

Diese Schwierigkeit hat bisher die Analysten davon abgehalten, die 
Lagrangesche Methode auf eine grössere Anzahl von Veränderlichen auszudehnen. 


Wir werden uns durch dieselbe nicht abschrecken lassen, sondern, da wir 
a priori wissen, dass sich die Aufgabe, obgleich sie mehr als bestimmt zu sein 
scheint, dennoch lösen lässt, vielmehr untersuchen, wie es zugeht, dass man 


; .  n(n—1 i s i 
durch n—1 Functionen die ne Bedingungsgleichungen erfüllen kann. 
Es ist von vorn herein ein Umstand zu bemerken, der bei dieser Unter- 
; : . . n(n—1 . 
suchung zu Statten kommen muss, weil durch ihn die on Bedingungs- 


gleichungen in Verbindung mit einander gebracht werden. Sind nämlich », 7, 
drei beliebige Indices, so hat man die Identität 


0878”). AED On 
09, Fe 0q, 6 09, ER 


Hieraus folgt zwar noch nicht, dass, wenn (',)=0 und er) = 0 ist, auch 
(!,?') verschwindet, wohl aber dass dieser letztere Ausdruck alsdann unab- 
hängig von q, ist, so dass, wenn er für irgend einen Werth von g, verschwindet, 
er überhaupt gleich Null ist. 

Um die vorliegende Frage erschöpfend zu behandeln, müssen wir zu- 
nächst die Bedingungsgleichungen transformiren. In der bisherigen Form dieser 


; op; 9) ’ i 
Gleichungen, en E a werden die Grössen p nur als Funetionen der Grössen q 
k i 


angesehen, d. h. man setzt voraus, dass die n Relationen zwischen den Grössen 
p und 9, von welchen die eine durch die Gleichung (1.) gegeben ist, während 
man über die übrigen n—1 zu verfügen hat, nach den n Grössen pP, Pas --- Pr 
aufgelöst sind. Dies ist eine für die in Rede stehende Untersuchung zu ex- 
plieite Form. Wir wollen eine andere Hypothese über die Darstellung der 


Grössen P1, Pa; -.. P„ machen und annehmen, man habe 
P„ dargestellt als Function von RER Vo RR RR 
Par-ı => 1 I N Pr> I1> VER Ne An: 
ee 2 ge = F Pr; Pr> I: VER N Ans 
Pi Pe = Ye = Pi: re Pı-1> Pr> dı> VER war Ins 
Pı hei 1 ba Re Ps»; Ps; PR Ey a eh) Pr—-ı3 Pr: > VER ... In: 
Wir werden die unter dieser Hypothese genommenen Differentialquotienten 
von p; nach Prrıs Pires --- Pas Js 925 *-- Qu ohne Klammern schreiben, 


während wir die nach der ursprünglichen Hypothese gebildeten Differential- 
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quotienten, nach welcher sämmtliche » nur Funetionen von 9, 9 -». Q„ Sind, 
in Klammern einschliessen. Diese Veränderung der Darstellungsweise erfordert, 


n(n—1) 


dass wir die in den i Bedinsunessleichunsen vorkommenden und jetzt 
2 > I: ) e $ 


einzuklammernden Differentialquotienten in andere umsetzen, was nun ausgeführt 


werden soll. 
. n(n—]1) . Y . \ : a . . » . 
Die —-,— Bedingungsgleichungen können wir in folgender Weise 


nd 


anordnen: 


- -- -- 
04, \dg)' \d,7 Na dt No a gu 


(=) _ (=) ( op, )=( ( Op, u Op, 
09, 09, RER 09 ög, EHE og 09; x 


(= (e 
2) (er 


8.) 


op; 6) 
Irgend eine dieser Gleichungen, etwa ( 2 )= (3): wurde oben, nachdem das 
k i 


Glied rechts auf die linke Seite gebracht worden, durch (%, k) = 0 bezeichnet, 
so dass wir z. B. die Gleichungen der m“ Reihe, 


2-0 =. = 
gg BR 09,, EN De oq,, : 5 Fu ög, Sr = ; 
abgekürzt durch | 
(m,m+1)=0, (m, m+2)=0, ... m,n)—=0 
darstellen. Ist nun z irgend einer der Indices m+1l, m+2,...n, so hat man 
2) 2 Op, “= A) Op, ( GP Op, (2 Op, 
.ög, PN 99; Pr \ 99; ) Se Sp, 2) q,' 


ze op m+1 Op m-+2 Op, ’ “1£ . a * 
oder wenn wir ( 34, ): ( 34, ): er (3) mit Hülfe der Bedingungsgleichungen 


(3.) durch die Differentialquotienten von p, ersetzen, 


Sn) _ m (Bi, Pu (Wi op (epı\ @ 
(5 )=; # )+; - ( +2) + Fr, 
9; LER Im+ı op Og +3 op, og, 0q, 


ü 


m-+2 
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Die Bedingungsgleichungen der m“ Reihe werden daher, wenn wir sie in um- 
gekehrter Ordnung von (m, n) = 0 anfangend schreiben: 


OP, ( Op, ) OP, ( OP; OP, ( op, OB ( Op, 
op m+1 99 op m-+2 0Q,42 Op n og, og, 0q, Ä 
do e) Nn— od m 0) Nn— Op m Op Nn— Ö n ) 
Pr = tr = \+.+3 = \hzoe a 
OP ai RR Pn+2 Im+2 Mn In a 09, 
(4) ; . . . . . s . . E R : . . s F ä = . ; > ; 
6) op. ) Op. (6) op. 16) On. 

Pn ( pP; )+ x Pos ( P; et se| Pr )+ Prm ee ( 'P; ): 
op m-+1 A op m+? OQ rs op n 0, 99, 09, 
Pr De ee Op, En a RE RE ” Ei “ Pr Er ee 
op m-+1 BE op m-+2 Im+2 - p n og, On 1) m 


ein System von Gleichungen, welche wir, nachdem die rechts stehenden Glieder 
auf die linke Seite geschafft worden sind, durch die abgekürzte Bezeichnung 


((m, n)) —=(, ((m, n—1)) =(0, ... (m, i)) =(, ... ((m, m+-])) —=0) 


darstellen. Diese Gleichungen (4.) sind nicht mehr mit denen der m" Reihe 
des Systems (3.) identisch, weil wir bei ihrer Bildung die Gleichungen der 
folgenden Reihen dieses Systems zu Hülfe genommen haben; die Gleichungen 
beider Systeme stehen vielmehr in der durch die Relation 


ee ZA OB. = BR } 2 FR 
((m, )) = (m, TER HER BED aka Op (i— ur op (ii, a I Op, (, n) 


m+1 i—1 


il 


ausgedrückten Verbindung. Wendet man aber auf alle Horizontalreihen des 
Systems (3.) dieselbe Transformation an, vermittelst welcher aus der m" 
Horizontalreihe die Gleichungen (4.) hergeleitet worden sind, so «st das trans- 
formirte System mit dem ursprünglichen System (3.) gleichbedeutend. Um dies ein- 
zusehen, schreibe man das transformirte System in umgekehrter, also in fol- 
gender Ordnung: | 


(n-J, n)) —=(, 
((n—2, n)) —0, ((n —2, n—1)) —U), 
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dann ist 
((n— 1, n)) —= (n—1,n), 
(n—2,n)) =(n—2,n)— Pam (n—1,n), 
op, —1 
op OP; 
((n —3, n)) —= (n—3,n)— Du ( 2,n)— TE (n—1,n), 
OP,_a 
(3,01) = an) + 5 a-I,n), 
6 Op 
a ne — Ba Ei Re BR! RER... Sr n—3 Re 
((n— 3, n—1)) = (n—3,n—1) Ba (2,2 D)% E73 (n—1,n), 
(n— 3,n—2)) = (n—3,n—2) + Pr (n—2,n—1)+ Pn-3 (n—2, n), 
op... Op, 


Hieraus sieht man, dass aus den neuen Gleichungen auch die ursprünglichen 
folgen, dass also beide Systeme gleichbedeutend sind. 

Um nun aus dem System der Gleichungen (4.) die eingeklammerten 
Differentialquotienten ganz wegzuschaffen, bilde man aus demselben das neue 
System | 


(m, n)) —=(, 
(6) 
(m a1) mn) = 0, 
(md) (mi = 0 
m,%)) — —— ((m, i — 1. (mM — 
24 OB, » er )) 3p, ,N)) b) 
6) 6) 
(m mm) m) 0; 


dann fallen aus diesem neuen System vermöge der Gleichungen 
( Op, ) Op, 


°q, 0q,' 
fe) ER a >) OP,_ı 
og, Op, \0gq, ag, 
(6) 
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die eingeklammerten Differentialquotienten ganz heraus, und man erhält: 


62) 


N a 
op m+1 mr op m-+2 Ogm+2 
0p...00, 1.7.0, 
OD, Od arı OP +3 Ogn+2 
Op, op; op, op, 
Par Imrı Pate 4m+2 


Op, OP OP OP ar ARD 


op m+1 Or 


op m-+-2 Og +3 


op, 


> 
gm 


’ 


Op m+1 R 


Din Di, Bu 
= Op, 0q, 09, Be 0q,, 
Pr O9, OP Pan Op, Ir ON; 
Op, 0g, ©4,, Op, q, 0q,, : 
Op m Op i op m op i op m op i op m 
pm I; Mir Mr Wire 9942 
op, Op, 
a 
Op, RR Op, ee Op, MP nt OP, 
Op, 0q, A: OB; BG Op... Og +3 
ER Op m+1 OP, es 
op, 9, 


Am 


Dieses System ist mit dem System (4.) gleichbedeutend, so dass sowohl die 
Gleichungen (4.) aus den Gleichungen (5.) hergeleitet werden können, als 
auch diese aus jenen, wie aus der Bildung der Gleichungen (5.) von selbst 


hervorgeht. 
Sämmtliche Gleichungen des Systems (5.) sind in folgendem allgemeinen 
Schema enthalten: 


pP, MP; 09.20, PD MP Op, Op, op, Op, 
OP ut oq em, non oq, er Pr gr OPrra Og;49 ne 
pP, PM; 
"00, 0 oe 
oder 
ı=n 09,0, Fan 8 PD Mm OP; 
Id ne 


Diese Gleichung ist mit Ausnahme der beiden letzten Glieder ganz symmetrisch; 
denn wenn sich die zweite Summe nur auf die Werthe «+1 bis n erstreckt, 
während die erste auch noch die Werthe m+1 bis « umfasst, so rührt dies 


nur daher, dass unserer Hypothese nach in p, die Variablen 9,,,., Pas --- 
vorkommen, die Variablen p,, Ps; 


op; 
Op 


k 


nur dann von Null verschieden sind, wenn k>>t ist. 


Pn 


... Pi aber nicht, so dass die Grössen 


Wir können aber die Aufgabe der Transformation der Bedingungs- 
31* 
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gleichungen noch allgemeiner fassen. Irgend eine derselben ist 


Op; op, 
iW)=0 oder I — os —=® 
. 94, og; 


wo p; und p, nur von den Grössen 9, Q3; -.. Q„ abhängen. Nehmen wir nun 
an, p; enthalte ausser den Grössen 9, 9, ... q„ auch noch p,, Pr, - - -, ebenso 
p, ausser den Grössen 9, 9&; -.. Q„ auch noch P,, Pa, ..., und schreiben 


wir ‘unter dieser Hypothese die Differentialquotienten ohne Klammern, so ist 


op, op; Op, (Op, op. [9 
RT 


09, 09, FEROR . 10 op, \0q, 
Op, 0, 09, (OP, Op, ( Op, 

( )- ug ge a (Fr), 
04; 94, Op. 104) Op, \0g, 


Ba Op, op, P, = 
oder wenn wir die Differentialquotienten ( 27. ): ( Er ): ER ( 24, ): 5 ): ER 
durch die Differentialquotienten von p, und von p, ersetzen, denen sie nach 


den Bedingungsgleichungen (3.) gleich sind, 


op; op, op. ( OP, op, (Op, op, Op. ( ©p, 
EBENEN 
0g, 09, = 02, \04, Op, \0g, O0, =. OR, \0Q, 
= Op, Op, ( op, Sp, ( op, Op, Op, ( op, 
i [2 FR ı Be. ı i ı RE L ı BEER ER ı ar a ı ı ): 
04, Op, \0q, Op, \0q, 0g, 2 Op,. \0q, 
wo sich die Summation nach x auf die Werthe #%, #, ... bezieht, und die 
Summation nach x auf die Werthe x, #', .... Durch Einführung dieser Aus- 


drücke geht die Bedingungsgleichung (?, ') = 0 über in 
op. Op, op. ( Op, op. ( 9%; 
(6.) a er (Z\=0. 
g, 4, % ©p, \0g, x 0, 09, 
Man kann allgemein beweisen, dass die Differenz der beiden Summen, welche 
eingeklammerte Differentialguotienten enthalten, ihren Werth nicht ändert, 
wenn man die Klammern fortlässt. In der That, es ist 
Op, Op, öp. (Op, op, Op, öp, ( Op, 
(2)- Pr yR: (ae), (2) = PP ,y A ), 
og, 0g, x Op,, ög, OPp,, 9g,, x Op, 0q,, 
daher | 
op: (Wr pP, ( MP: 
ee 
x op, \0q,) = Op. \0gq,. 


op, OP, Op, Op, Op, Op, Bez Op, OP; = 
Er Op, 0, = Op, 99, Bee) op, Op, \0g, 22 Op,, OP, =) i 
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da sich aber die beiden Doppelsummen in Folge der Bedingungsgleichungen 


Op, Op, .,. . 
I _— (5) gegenseitig aufheben, so ist 


op, ( P, Op, (OP, Op, Op, Op, op; 
ee en nn 
= 092.809, v Op. \0g, = 09, 09,  » 0, 099, 
und (6.) verwandelt sich in 


op, Op, Op, Op, Op, ©p, 
Ct.) 2, N 


0 Ken 0 won, 
eine Gleichung, welche sich von der früheren nur durch das Fehlen der Klam- 


mern unterscheidet. 

Obgleich wir (7.) aus (2,27) = 0 hergeleitet haben, so sind doch beide 
(Gleichungen nicht gleichbedeutend; denn wir haben bei der Transformation von 
den übrigen Bedingungsgleichungen noch folgende benutzt: 


Op, op; Op, op; OPy op, 
case ) ©; )-: vi =): 
und zwar für alle Werthe von x und x. : 

Wenden wir die Formel (7.) auf den Fall an, wo die Grössen p, und p, 
als Functionen von P3, P4s - -- Pas Is Pas --- Qu ausgedrückt sind. Hier ist 


i=1,Ü'=2 zu setzen, und x sowohl als x’ erhalten alle Werthe von 3 bis n. 


Wir haben daher 


| en 9... Dei op 
8) Ba 9%, pP, 4 P, 4 
9%. 90 | 2.09 9, Ban... nA. 
op, 9% 99, 09, Op, 94, 


In dieser Gleichung sind nur die beiden ersten Terme unsymmetrisch, und dies 
liest an dem Vorzug, den wir den Grössen p,, Ps geben, indem wir voraus- . 
setzen, dass sie explieite durch die übrigen ausgedrückt sind. Die Unsymmetrie 
verschwindet, wenn wir statt dessen annehmen, dass zwei Gleichungen be- 
stehen, welche alle Grössen p,, Ps. ... p, und 9» 9 -.. q„ enthalten, und 
dass man sie sowohl nach p, und p,, als nach zwei beliebigen anderen Grössen 
p; und p, auflösen kann. Diese beiden Gleichungen seien 
p—4, v= b, 

wo und w Functionen von P,, Pas --- Prs Qı> 9a; --. q„ und a, b Constanten 
bedeuten. Alsdann wırd eine vollständige Symmetrie dadurch hergestellt, dass 
die in der Gleichung (8.) vorkommenden partiellen Differentialquotienten der 
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Grössen P,, pP; durch die partiellen Differentialquotienten von 9 und w ersetzt 
werden. Da Gleichung (8.) die Form 


Op op on öp, Op op, Op 
8*. BL Eee 
er 09 og 5 \9p, 99 09, 99, 
hat, so ist es für die beabsichtigte Transformation erforderlich, die Grössen 
PM und PM __ PM MP 


2, 9 9, 9, m 9 
von p und w auszudrücken. Wir müssen hierbei die Grössen p, und p, ver- 
möge der Gleichungen 9 = a und w = 5 als Functionen aller übrigen p;, Pı, .-. 


durch die partiellen Differentialquotienten 


k 


Pas 91: --- In, diese aber als von einander unabhängig betrachten. Durch 
Differentiation der Gleichungen 9—=a und w=b nach g, und 9, erhalten wir 
y_Mpı , 9 mM , 99 op ap, , 9% Mm 9 
Ei P——(, — -+-— + ==), 
op, 54 am & Sg, op, 99 Op, 0 0 
op op oy op, , oW oy op ov Op, , MW 
+ = =0 — -+— + ==), 
pP mM m MM p 9% Mm 9 
Hieraus ergeben sich unter Einführung der Bezeichnung | 
N _9.W 9 % 
op. MP OPı 
die Werthe 
Nam _ 9 u _ dw Nam _ 99 Way dp 
gs 7 ma m m 7 m 0 Op 6 


op nt Sp vv. op ov Op ov 0 
9. N! RR = 2 er = tr = > B86; KEERER ö . 
> 6 op, 91 5 9 MP 9 mM 
Durch Differentiation der Gleichungen y=a und y=b nach p, und q, er- 


halten wir 


Op op op Op, Op op Op Op ©p, op 
+ + =, — .+- -- =D, 
(10) ap, Op, 0 DB. 0p, 00,2 08, 00,...09, 
“ |_av ep, _ u m, WW _o WM, W m , MW _og 
09: Of 2.0P, 0m 108, a} 


Hieraus ergeben sich, unter Beibehaltung der obigen Bedeutung von N, für die 
nach p, und q, genommenen Differentialquotienten von p, und 9, durch Auf- 
lösung der unter einander stehenden linearen Gleichungen die Werthe 


N Pı __9y 9y - Oy 0 NP _ 99 _9y _6yp 89 
ap; 09,00, .: 09, Om 04°. 02, 09, °:0p, 08, 
RN, OP, ___%p Op  OWw Op Ex Op, y dv Oy op, 
OP. OO OO 94... 0, Mu: 


Be ee 
PP Ps Mı 
op, 94, 9p, 99, 
eine Gleichung, deren linke Seite durch das Quadrat von N theilbar ist, 
während die rechte Seite N einmal als Factor enthält. Nach Fortlassung des 
beiden Seiten gemeinschaftlichen Theilers N ergiebt sich die Formel 

a1) n(E PM _MPı I Fe An hr 
op, 9, Mm 99 op, 9 Mm 99 
bei deren Herleitung man auch die Hebung des gemeinsamen Theilers N ver- 
meiden kann, wenn man z. B. die beiden in der ersten Horizontalreihe stehen- 


und wenn wir jetzt den Ausdruck bilden, so erhalten wir 


den Gleichungen (10.) nach = und en auflöst und in dem für z er- 
1 2 1 
haltenen Ausdruck an die Stelle von En 2 und Hi ? ihre oben erhaltenen Werthe 
k k 


setzt. Durch die Formeln (9.) und (11.) verwandelt sich die Gleichung (8*.) in 
0 op © SE 099 dv _ üy Sp Ay Ip +2 [27 AU od 2. 
Op, og, Op, 09, op, og, Op, 0) Fa = Op, 99, 09; 9q, 
Wir haben daher, wenn wir alle Glieder vereinigen, eine von 1 bis n sich 


erstreckende Summe 


ll, oy Op 
12. ee) | Ve } 
(12) =ı | Op, 09, op, 99 


und somit den Satz: 
Sind g—=a und y=b zwei beliebige von den n Gleichungen, welche 
Pı» Pe» --. 2, als Functionen von 9, 95, -.. Q, so bestimmen, dass 
Pı dg,+P, dg,—+: 3 +2,49, 
ein vollständiges Differential ist, so müssen sie der Bedingung genügen, 
op 06 op 6 op © 
AR ER a Se 


, 0, 56 Op. ©q, 

12) EL RE. pP, 09, pP, 99 
3.9 dp... Ob Amen an og 
op, 94,  ©p, 0, op, 9 


und zwar ist diese Gleichung eine identische, da in ihr die willkürlichen Con- 
stanten a und b nicht vorkommen. 
Die Gleichung (12.) enthält das in (7.) gegebene Resultat als besonderen 
Fall. Denn nimmt man an, dass die Functionen 9, w von der Form 
Yp —=p,—f(P, Pj> *++» Qir QJay 4.) 
vap—lp Par I Ir 4.) 
sind, so geht Gleichung (12.) in Gleichung (7.) über. 


a 


 Zweiunddreissigste Vorlesung. 


Directer Beweis für die allgemeinste Form der Integrabilitätsbedingungen. Einführung der 
Functionen H, welche, willkürlichen Constanten gleich gesetzt, die p als Functionen 
der g bestimmen. 


Wir wollen das Theorem, zu welchem wir am Ende der vorigen Vor- 
lesung gelangt sind, direct beweisen. 

Denken wir uns die n Gleichungen, welche p,d+psdgs-+--+p.dg, 
zu einem vollständigen Differential machen, und zu welchen die Gleichungen 
p=a, w—=b gehören, nach P,, Ps, --- pP, aufgelöst, und diese Werthe in die 
Gleichungen 9 = a und w —= b substituirt, so werden dieselben identisch erfüllt. 
Demnach erhält man aus der partiellen Differentiation vn =a und vy=b 
nach irgend einer der Grössen qg wiederum eine identische Gleichung, wenn 
hierbei die Grössen p als Functionen der Grössen qg angesehen werden. So 
ergiebt sich aus der Differentiation von y=.anach q; 

9 (2) + dp (2r: dy ee en 


: z TE i 
op, \.0g, Op, 2 02.100,71... 


oder 


> —(. 
e op k og, 0q, 


Ebenso ergiebt sich aus der Differentiation von y— 5 nach q, 
in (6) . 
> = + Eh 


= Op, \.0q, 99, 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit = und summirt nach 2 von 
1 bis n, multiplieirt man die zweite mit SE und summirt nach k von 1 bis n, 
k 


so erhält man die beiden Resultate: 


u ou Op i=n ou Oy 
ad op; op; og; a op, gg, en 


an Ip Al P\ dp 8 

zZ = en Er os 
Wenn man diese Gleichungen von einander abzieht, so fallen die Doppelsummen 
heraus, denn da die Grössen p aus den n Gleichungen bestimmt sind, welche 
pıdg + psdgs + —+-p,dg, zu einem vollständigen Differential machen, so ist 


P,\ =) Bi 
( 3) -( a, bleibt also übrig 
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er De AR 
kt Op, 0q, It op; og, 


oder 
| al Ay au ao) 
1. = = 
(1) = lOp, 09, op, 99; 
ein Resultat, welches mit Gleichung (12.) der vorigen Vorlesung übereinstimmt. 
Man sieht aus diesem Beweise, dass zur Herleitung der Gleichung (1.) die 
sämmtlichen Bedingungsgleichungen 


(2-8) 

09,/.. 1.09, 

nöthig sind, denn nur vermöge dieser Gleichheit heben sich die Doppelsummen, 
die sich auf alle Werthe von ? und % erstrecken. 

Die Gleichung (1.) setzt, wie schon früher bemerkt wurde, nichts weiter 
voraus, als dass die Gleichungen 9—=.«a und y = b irgend zwei von solchen 
n Gleichungen seien, welche p,dg, +psd,+:—+-p,dq, zu einem vollständigen 
Differential machen. In dieser Allgemeinheit genommen können a und 5b so- 
wohl willkürliche Constanten sein, als auch bestimmte Zahlenwerthe, z. B. Null. 
Auch über die Natur der Functionen $ und w brauchen wir nichts fest zu 
setzen. Diese Functionen können selbst willkürliche Oonstanten in sich ent- 
halten, können aber auch von solchen frei sein. 

Nach diesen verschiedenen Umständen wird es sich richten, ob die 
Gleichung (1.) eine identische ist, oder nicht. Sind @ und 5 nicht willkürliche 
Constanten, so braucht sie keine identische zu sein, sondern kann durch die 
Gleichungen 9—= a und w— b selbst erfüllt werden. Dies ist aber der Fall, 
der am seltensten stattfindet; viel häufiger tritt, wenn die Gleichung (1.) nicht 
identisch erfüllt wird, der Fall ein, wo dieselbe eine dritte von den n Glei- 
chungen ist, welche p,dgq, + psdg, + +-p,dq, zu einem vollständigen Differential 
machen; alsdann lässt sich aus Gleichung (1.) und einer der Gleichungen p = a, 
yw= b durch blosses Differentiiren eine vierte Gleiehung herleiten. Diese 
wiederum ist entweder eine identische, oder eine Folge der uns bisher bekannten 
drei, oder endlich eine vierte Gleichung des Systems der n Gleichungen, u: s. w. 
So wird es vorkommen können, dass man aus 9=a und yw = b durch blosses 
Differentiiren n verschiedene Gleichungen herleitet, welche das System der 
n Gleichungen erschöpfen; aber mehr als n von einander unabhängige Glei- 
chungen (p = a und w= b mitgerechnet) kann man nie erhalten, da alle durch 
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die nämlichen n Werthe von 9,, Ps, --. P„, welche p,dg,—+Psdgs—+:"-—+P,dq 
zu einem vollständigen Differential machen,’ befriedigt werden müssen. Wir 
sehen also, dass, wenn wir über den Character der Gleichungen sed 
nichts festsetzen, sich auch nichts Bestimmtes über die Natur der Gleichung (1.) 
aussagen lässt. 

Diese nähere Bestimmung ergiebt sich, wenn wir zu der Forderung, 
das =a, y=b zu dem System der n Gleichungen gehören sollen, welche 
pıdq, +Ppsdgs-+:--+-p.dq, zu einem vollständigen Differential machen, noch die 
hinzufügen, dass 

de fe 44, +9,44, + 4-P,09,) 
eine vollständige Lösung der vorgelegten partiellen Differentialgleichung sei, 
welche also ausser der durch Addition zu V hinzukommenden Constante noch 
n—1 willkürliche Constanten enthalten muss. Nehmen wir an, die vorgelegte 
partielle Differentialgleichung enthalte selbst eine unbestimmte Constante h und 
sei nach ihr aufgelöst, sie sei also von der Form 


$Y(P,, Ps; + Pu? Ir Qay + *- 7) —h, 
und die vollständige Lösung V enthalte ausser A die n—1 willkürlichen Con- 


stanten A, As, ... A; dann sind 
By una EL AEE 
og, == Pi 09, par og, a AR 


die riehtigen Gleichungen, welche p,dg, + psdg,++--+-p,dg, zu einem voll- 
ständigen Differential und sein Integral zu einer vollständigen Lösung der 
partiellen Differentialgleichung machen. Diese n Gleiehungen denken wir uns 
nach den n darin enthaltenen Constanten Ah, Ah, ... h,_, aufgelöst und das 
Resultat auf die Form 

h=H, ,—=H, ,—=H,, 
gebracht, wo A, H,, ..: H,_, nur Functionen von 9, Pas --- Pas Qis Is - ++ In 
sind; dann ist die erste Gleichung, A= H, offenbar nichts anderes als die 
gegebene partielle Differentialgleichung, da sie die einzige ist, welche von den 
willkürlichen Constanten h,, Rs, ... Au, frei ist. Es giebt also, wie wir sehen, 


jedesmal ausser der gegebenen Differentialgleichung A = H = noch n—1 von 


An — In—i 


jener, sowie von einander unabhängige Gleichungen von der Form 
neH, hd yo, 


1? 


und von der Beschaffenheit, dass, wenn die Grössen p,, Ps, ... P„ aus diesen 
n Gleichungen bestimmt werden, f (pıdg, +Ppsdg, +" —+-p,dq„) eine vollständige 
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Lösung der partiellen Differentialgleichung Ah — H ist Es ist unmöglich, aus 


diesen n Gleichungen 
BB H,.  ARÜEH, 


eine andere herzuleiten, welche von den Constanten A, h,, ... h,_, ganz frei 
wäre; denn sonst könnte man aus dieser Gleichung und aus A= H eine der 
Grössen p eliminiren und bekäme alsdann eine partielle Differentialgleichung, 
in welcher die Anzahl der Variablen, nach denen differentürt wird, um eine 
Einheit geringer wäre, als in der vorgelegten, und welcher trotzdem der Aus- 


druck U — [ (pıdgı+Ppsdgs ++ p„dq,) genügte; V könnte daher keine vollstän- 


dige Lösung der Gleichung h = H sein. Es ist also unmöglich alle Constanten auf 
einmal fortzuschaffen; hieraus folgt, dass, wenn wir eine aus den rn Gleichungen 
h—=H h=H,... hi H,_, hergeleitete nnd von allen Constanten Äh, 
hi, ... A, freie Gleichung erhalten, dieselbe eine identische sein muss. Diese 
Gleichung muss nämlich durch die Werthe der Grössen 9,, Ps, . .. p, erfüllt 
werden, welche wir aus jenen n Gleichungen bestimmen. Aber diese Werthe 
von Pıs Pas --- P„ enthalten wieder ebensoviel von einander unabhängige 
Grössen h, A, ... A,_,, daher muss jene hergeleitete Gleichung, wenn sie nach 
der Substitution der Werthe von p,, Pa, -.. P„ identisch befriedigt werden soll, 
auch schon vor der Substitution eine identische sein. Eine solche hergeleitete 
Gleichung ist die Gleichung (1.), wenn darin für $ und w zwei der Grössen 7 
gesetzt werden; daher ist 


OH; OH, _ OH, OH,  , OH: OH, 

op, 9 Op, 99 en RR 
84,04 84,08 0908| 

op, 9% 09m, 99, op, 09, 


eine identische Gleichung. In dem Falle also, ww g=a und v=b zu dem 
System der Gleichungen h, = H, gehören, bleibt über die Natur der Gleichung 
(1.) kein Zweifel, sondern wir wissen, dass sie alsdann eine identische sein 
muss. Daher sind die a 
für und w alle Combinationen zu zweien der Grössen FH, setzen, die Be- 


dingungsgleichungen, denen diese Grössen genügen müssen. Wir haben auf 


Gleichungen, welche wir erhalten, wenn wir 


diese Weise wiederum e. Bedingungsgleichungen, welche durch rn Func- 
tionen erfüllt werden müssen, von denen die eine, 7, bekannt ist, während 
die n—1 übrigen HA, H,, ... H,_, zu suchen sind. 


32“ 
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Führen wir nun die Bezeichnung 


OH, &H, OH; OH, OH, OH, 

CH, H) — op, 9 9m, 09 pP, An 

OH, OH; _OM, OH, OH, OH; 
=:0p 00 2, 08 Op, 29, | 


ein (welche mit der in der vorigen Vorlesung gebrauchten Bezeichnung (1, k 
in keiner Beziehung steht), so dass für jeden beliebigen Werth von A, und A, 
(HA, 3) = —(H,4;), (H,H)—=0 
ist. Sollen dan h=4, ,=ÄH,--..:ı—=H,., die Gleichungen sein, 
welche V zu einer vollständigen Lösung der vorgelegten partiellen Differential- 


n(n—1) 


5 Bedingungs- 


gleichung A — H machen, so müssen die Grössen H den 

gleichungen genügen, welche man erhält, wenn man in 
(3,4) —0 

für die beiden von einander verschiedenen Indices :, k alle möglichen Com- 

binationen zu zweien der Zahlen 0, 1, .... n—1 setzt. 

n(n—1) 
2 
den Gleichungen Ah; — H, hervorgehenden Werthe von p,, Ps, -.. P„ den Ausdruck 
P,dg,+P,4, + +P,4q, 
zu einem vollständigen Differential und sein Integral zu einer vollständigen 
Lösung der vorgelegten partiellen Differentialgleichung machen. Es bleibt nur 


Diese Bedingungsgleichungen sind nothwendig, damit die aus 


noch übrig zu beweisen, dass sie auch ausreichen, d. h. dass, wenn sie erfüllt 
sind, auch wirklich p, dqg, + Ppsdgs+ "+ p,dq, ein vollständiges Differential wird, 


n(n—1) 


mithin die —, Gleichungen 


(2-1) 
99, q, 


bestehen. (Der zweite Theil der Aussage, dass f (pıdgı+Ppsdgs ++ p,dg,) 
eine vollständige Lösung sei, versteht sich alsdann von selbst, da die Con- 
stanten A,, Ag, ... Ah,., willkürlich und von einander unabhängig sind.) Wir 


haben also nachzuweisen, dass aus den Bedingungsgleichungen 


( Op, ) Ei ( op, ) 
og, 09, 


folgen, sowie oben aus den letzteren die ersteren hergeleitet worden sind. 


die Bedingungsgleichungen 
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Um diesen Nachweis zu führen, müssen wir zu den Gleichungen zurück- 
‘kehren, welche am Anfange dieser Vorlesung bei dem directen Beweise der 
Gleichung (1.) vorkamen. Indem wir nur von der Voraussetzung ausgingen, 
das 9=a und y=b zu dem System der n Gleichungen gehören, welche 


zur Bestimmung von p,, Ps; -.. P„ als Functionen von 9, 95, -.. 9, dienen, 
dass mithin 9=a und y=b durch die Ausdrücke der Grössen p in q,, 
92: »-. Q„ identisch erfüllt werden, erhielten wir die Gleichungen 

i=n kn oO oy Be 0 Oy as 

a a op, Op, 09, i—1 Op, 0g, ; 

dien ken oO o op, kn N 0 

RB ah ( ) ya _ 

zı izı Op, Op, \0g, =ı 09, 99, 


op, op, 
Indem wir alsdann die Bedingungsgleichungen (3) — = ) — () voraussetzten, 
27 k 


hoben sich die Doppelsummen beim Subtrahiren auf, und wir erhielten die 
neue Form der Bedingungsgleichungen; jetzt, wo wir die Bedingungsgleichungen 


© P,\ .. 
(= A ) — ( 3: 2) nicht voraussetzen dürfen, sondern beweisen wollen, erhalten 
i k 


wir durch Abziehen beider obigen Gleichungen, und wenn wir an die Stelle 
von p und w die Functionen H, und A, setzen, . 
i@n ı=n öH, OH; (( 2 Be )} i_n Fe OH; OH; OH, 
2. 0= ar = — —- — . 
( ) ee Op, op, og, og, op, 09, op; og, 
Die einfache Summe, welche das zweite Glied der rechten Seite dieser Glei- 
chung bildet, ist nichts anderes, als die oben mit (H,, H,) bezeichnete Grösse; 


1 


> 


ad 


die Doppelsumme, welche das erste Glied bildet, lässt sich auf "RTI) Terme 


zurückführen, da die Glieder, in welchen ? —= % ist, verschwinden, und von den 
übrigen je zwei, welche durch Vertauschung von i und %k aus einander hervor- 
gehen, sich zu einem vereinigen. Auf diese Weise verwandelt sich Gleichung (2.) in 
OH, 06H; OH; &H, (( = ( Op; )} | 

E EINERUTT® = era 1 -F PR Hz ’ 
67 op; op, op; 94, 99; ( ” 


wo die Summation auf alle von einander verschiedenen Combinationen von ? und k 


EA EL EN 


i,k 


auszudehnen ist. Solcher Gleichungen erhält man a) indem man für Z,, 
| 5 92 
H, je zwei verschiedene der Grössen H, H,,.... H,_, setzt. Es ergiebt sich 


so ein System von unse] Gleichungen, welche in Beziehung auf die 


n(n—1) 
a 2 
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Op. 6) i \ 
Grössen (z ; i ) linear sind, und in welchen (H,, H,) die constanten 
; k $ 


Glieder bilden. Zu beweisen ist, dass, wenn diese letzteren Grössen ver- 
schwinden, auch die ersteren sämmtlich gleich Null werden. Nun ist in einem 
Systeme linearer Gleichungen das Verschwinden der Unbekannten stets eine 
nothwendige Folge des Verschwindens der constanten Glieder, wenn nicht die 
Determinante des Systems gleich Null ist”), in welehem Fall die Werthe der 
Unbekannten unbestimmt werden. Dass dieser einzige Ausnahmefall hier nicht 
stattfindet, kann man, ohne den Werth der in Rede stehenden Determinante 
selbst zu ermitteln, dadurch beweisen, dass man die Auflösungsformeln des 
Systems (2*.) aus der in (2.) gegebenen Form der Gleichungen dieses Systems 
auf folgende einfache Weise herleitet. Man setze zur Abkürzung 


OH, _ @) 

op, Er 
und bezeichne mit A die aus den n? Grössen a‘ gebildete Determinante, wo 
« die Werthe 0, 1,... n—1 und ? die Werthe 1, 2, ... n annımmt, sodass 


R= 2a, a,a, ... at»; 


ferner setze man 


FON 
Nach Einführung dieser Bezeichnungen und nach Vertauschung von « und £ 
lässt sich die Gleichung (2.) folgendermassen schreiben: 
i=n k=n op, ( op 
(e) (B) EN EEE a Rt 
) Zen 
Diese Gleichung gilt nicht nur, wenn für @ und £ zwei von einander ver- 


schiedene Werthe aus der Reihe 0, 1, ... n—1 gesetzt werden, sondern auch 
wenn beide Indices einem und demselben dieser n Werthe gleich werden. In 
diesem letzteren Fall ist Gleichung (3.) eine identische, da in der nur formell 
verschiedenen Gleichung (2*.) alsdann alle Glieder einzeln verschwinden. 
Multiplieiren wir Gleichung (3.) mit A® AP, wo r und s Zahlen aus 
der Reihe 1, 2, ... n bedeuten, so ist es nach dem eben Bemerkten gestattet, 
in Beziehung auf jeden der Indices « und # unabhängig von dem anderen von 
0 bis n=1 zu summiren. Aendert man im Resultat die Ordnung der Sum- 
mationen, welche einerseits nach ? und %k, andererseits nach & und £ auszu- 


*) S. p. 160. 


ER 


führen sind, und bezeichnet mit M;, die Doppelsumme 


a=n—1 B=n—1 a—n—1 ” # P=r—1 
M; 2% 2 > aA a RN s a‘ AN £ &, am AR. 
so ergiebt sich 
in k=n op, op a=n—1 f=n—1 e 
(4) zu) (je 272 24a.m, 
a el q. g; a—0 ==0 


Die einfachen Summen, als deren Product sich M,, darstellt, sind”) gleich 0, 
oder gleich R, je nachdem ‘ von r und k von s verschieden ist, oder ? mit r 
und k mit s zusammenfällt. Es»ist also 


M;; a 0, 
ausser wenn gleichzeitig «=r und k=s wird, und in diesem Falle ist 
M,s TEE R’; 


Gleichung (4.) geht daher über in 


op ( op )) a=n—1ı P=n—1 
2 ai BR E en er Aa» aP H,; H, . 
e ( a 09, S, 5 2 ( ) 


Hieraus sieht man, dass, wenn die Grössen (H,, H,) sämmtlich gleich 


ie Op, Op, 
Null sind, wie wir voraussetzen, auch sämmtliche Grössen (3 yr p ) ver- 


schwinden, es sei denn, dass R gleich Null werde. Aber das Verschwinden 


des Ausdrucks 


R=3Iba 0,0)... = IE Re 
Op, Op; Op, 


bedeutet, dass die Functionen H, H,, .... H,_, der Grössen p,, Ps; --  ?„ nicht 
unabhängig von einander sind, die Gleichungen H=h, H=h,...H,ı = hı 
also nicht hinreichen, um aus ihnen die Variablen p,, Ps, -- - P„ als Functionen 
von 41, 95; -.- Q„ zu bestimmen. Von diesem einzigen und selbstverständlichen 
Ausnahmefall abgesehen, kann man also auch umgekehrt aus den 2 Be- 
dingungsgleichungen 

(H., H,) = 0 
die "@—D rsprünglichen Bedingungsgleich 
ie 5 ursprünglichen Bedingungsgleichungen 

( op; vr Op, ) 

99; 99, 

ableiten. 


*) S. elfte Vorlesung No. 3, p. 88. 


A 


Dreiunddreissigste Vorlesung. 
‘ Ueber simultane Lösungen zweier linearen partiellen Differentialgleichungen. 


Die Aufgabe, die vorgelegte partielle Differentialgleichung 7=h zu 
integriren, ist jetzt darauf zurückgeführt, n—1 von einander, sowie von H un- 


abhängige Functionen A,,H,,... A,_, der Variablen p,, Ps, --- Pr» Jı> 9as --- An 


» : —1 R r 
zu finden, welche die en Bedingungsgleichungen 


2 
(H,, ZI 08 
(für die Werthe 0, 1,.... n—1 der Indices «&, £) befriedigen, und die man 
n—1 von einander unabhängigen willkürlichen Constanten A, As, ... Au 


gleich zu setzen hat. Zwischen irgend einer dieser n—1 Functionen, z.B. A,, 
und der uns bekannten Function 7 besteht also die Bedingungsgleichung 
(H, H)=0, d.h. A, genügt der linearen partiellen Differentialgleichung 


OH oH, OH OH, aH ou, 
Sp a Ta, &q, [> 
SE a en | 

09 9pı : 09 6P 99, Pr 


oder, was dasselbe ist, 7, = h, ist ein Integral des Systems isoperimetrischer 
Differentialgleichungen *) 


oH ,oH oH oH oH oH 

dq, :dq,:...:dq,:dp, :dp,:...:dp_ — ——: Se I m 1.2 S 

a ie 0R, DM Mr MM 99, 
welches für 7 — T—U in das System der Differentialgleichungen der Mechanik 
übergeht. Das Nämliche gilt von den Functionen A, ... H,_,, welche den 


analogen Bedingungsgleichungen (7, H,) = 0, .... (HA, H,_,)= 0 genügen. Sämmt- 
liche n—1 Gleichungen 
Bungee 
sind daher Integrale des oben aufgestellten Systems isoperimetrischer Differential- 
gleichungen. Aber diese Bestimmung der Functionen A,, H,,.... H,_, ist nicht 
ausreichend. Durch dieselbe geschieht nur den Bedingungsgleichungen 
(H,H)=0, (EH)=0, ... (HH )=0 

Genüge, und die übrigen a 2 — n—]) = an) Bedingungsgleichun- 
gen (H,, H,) = 0, welche unter Ausschluss von 7 zwischen je zweien der »„—1 


*) Vgl. p. 150. 


BR: —— 
Functionen A, A,, ... HA, 


n—1 


bestehen sollen, werden durch die so bestimmten 
Werthe dieser Bee nicht befriedigt, es sei denn, dass man die n—1 Inte- 
orale eigens dazu ausgewählt habe. Wir können nicht einmal a priori wissen, 
ob für die erste zu suchende Function 7, ein ganz beliebiges Integral genommen 
werden darf, und ob sich alsdann die übrigen n—2 Funetionen so bestimmen 
lassen, dass sie sowohl mit 7 und mit /,, als auch unter sich alle jene Be- 
dingungen erfüllen. 

; Eine genauere Untersuchung zeigt, dass A, in der That unter den Inte- 
gralen ganz willkürlich ausgewählt werden kann, dass /, also nur der Bedingung 
(H, Hrn 
zu genügen braucht; dass, welche Function 7, man auch dieser Bedingung 
entsprechend nehmen mag, es immer eine zweite Function /, giebt, welche 

gleichzeitig die beiden Bedingungen 

(H,H,)==0 (HE, HI 
erfüllt; dass ferner, welche Function A, man auch diesen beiden Bedingungen 
entsprechend nehmen mag, es immer eine dritte Function FH, giebt, welche 
gleichzeitig die drei Bedingungen 
(H,H)—0, (H.1)—=0, (H,H)—0 

erfüllt; und dass man in dieser Weise fortfahren kann, bis alle Funetionen 
HR... H,,, bestimmt sınd. 

Wir sehen, dass die vorliegende Untersuchung uns mit Nothwendigkeit 
zu der Beantwortung der Frage drängt, ob und unter welchen Bedingungen es 
möglich ist, mehreren partiellen Differentialgleichungen gleichzeitig zu genügen. 

Die zu betrachtenden linearen partiellen Differentialgleichungen seien, um 
die Frage in ihrer grössten Allgemeinheit zu behandeln, von der Form 


So: Bu Be RR 
4, Zr ar Er a Be orte O0 me 
Wir wollen die linke Seite dieser Heichunz. in welcher A,, A,, ... A, ge- 
gebene Functionen von &,, &, ... 2%, sind, mit A(f) bezeichnen, so dass wir 


die Bildung eines solchen Ausdrucks als eine mit der unbekannten Funetion f 
vorgenommene Operation ansehen. Es sei also 


ner af _ se, A 
ANA o dr da, Br. O& = >24 Er 


und ebenso 


a N) kn es 
BB, -2+B, + a 


Jacobi, Werke. a, es 33 
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A(f) und B(f) sind zwei verschiedene Operationen dieser Art, welche man 
mit der Function / vornehmen kann. Wendet man nach einander beide Ope- 
rationen an, so ergeben sich, jenachdem man mit der Operation A, oder mit 
der Operation B beginnt, die beiden Ausdrücke B(A(f)) und A(B(f)), welche 
durch die a | 


k=n in of Ar kn in Bf kn in 04; fr 
BA Ba EA a) ee ER Be 
’ ih in od En, of De IR. ken 0°f in kn OB; of 
AB) SS a 1) [2 Oar = 5 A: Bi 02,04% +2, SA: Om; Öay 


definirt werden. In beiden Ausdrücken sind im Allgemeinen nur die in Diffe- 
rentialquotienten zweiter Ordnung von f multiplieirten Glieder einander gleich; 
in der Differenz beider bleiben allein Glieder übrig, welche die ersten Differen- 
tialquotienten von / enthalten. Für diese Differenz, welche wir C(f) nennen 
wollen, ergiebt sich 

N = BANM-ABN-E ZB = Eur 


i=0 k=0 Om; oa 
Ba a B; of 
e. 02% 42 08% )! ce; ® 


515 is 
‚_. B, a O4; 


5} 


= 
oder wenn die Bezeichnung 


ö ken 04; 
Ge = (2, day 
k= 


om, " dn 


s ze) ihre‘ 


eingeführt wird, 


or 


+ ihn 


Er On. 


Bestehen nun, wie wir in der tele Ren annehmen werden, 
die n+1 Gleichungen 


5 ”r En ' of Bee“ 
AND= Zus —6- 


= Cor. u 
ist also für die Werthe 0, 1, .... n des Index z die Gleiehung 
04; Be. 04; 
a3 Hä, 
“ Un 
ii 38, oB 7 Aa 
Be O8. m 07 en, OA 


erfüllt, so hat man 


an = BAN)—ABA) = 0 
BA) = ABON): 


oder 


& 
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d.h. es ist gleichgültig, ob man zuerst die Operation A und dann die Operation 
B anwendet, oder zuerst die Operation B und dann die Operation A. 

Diese Unabhängigkeit des Resultats von der Ordnung, in der die Ope- 
rationen A und B angewendet werden, ist von grosser Wichtigkeit, denn sie 
lässt sich auf eine beliebige Anzahl von Wiederholungen beider Operationen 


ausdehnen. Bezeichnet man mit A®, A’, ... A” die zweimal, dreimal, 
mmal hintereinander angewandte Operation A und ebenso mit 3°, DB’, ... B" 
die zweimal, dreimal, ... m’mal hintereinander angewandte Operation B, so 


folgt aus der Gleichung B(A(f) = A(B(f)) die allgemeinere 
B"(A(f) = Ar(B"(f)). 


Aus diesem Resultat kann man bei der Untersuchung der beiden linearen 

partiellen Differentialgleichungen 
AND=0ı BN-=0, 
wenn dieselben den n-+1 Bedingungsgleichungen 0; = 0 genügen, den grössten 
Nutzen ziehen, theils um die Lösungen jeder einzelnen Differentialgleichung, 
theils um ihre simultanen Lösungen zu finden. Gesetzt, es sei uns eine Lösung 
fı der Differentialgleichung A(f) = 0 bekannt, man habe also identisch 
| AD=6 
so folgt hieraus 
BAF)=BO—=0. 
Aber da nach unserer Voraussetzung die an+1 Bedingungen Ü,; = 0 erfüllt sind, 
man also die Reihenfolge der Operationen A und BD. umkehren kann, so geht 
aus der Gleichung i 
B(A(f,)) = 0 
' die Gleichung 
ABA) — 0 | | 

hervor, d.h. B(f) ist ebenfalls eine Lösung von A(f) = 0. Nach der Natur 
dieser Lösung sind drei verschiedene Fälle zu unterscheiden, wobei man sich zu 
erinnern hat, dass die partielle Differentialgleichung A(f) = 0 ausser / noch 
n—1 von einander und von f, unabhängige Lösungen f, f, -.. /„ und ausser- 
dem die evidente Lösung f= Const. besitzt. Es kann B(f,) entweder erstens 
eine von f, unabhängige Lösung f, sein, oder zweitens eine Function von fi, 
welche auch eine Constante werden kann; drittens aber muss es als ein beson- 
derer Fall hervorgehoben werden, wenn D(f) dem constanten Werthe Null 

| 33* 
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gleich gefunden wird. Wir haben also die drei Fälle 

BN)=r BNM=-Fi) BN)=%. 
Im ersten Fall haben wir aus der Lösung /, der partiellen Differentialgleichung 
A(f)=0 eine zweite Lösung f, = P(f) gefunden, im dritten Fall haben wir 
zugleich A(f)=0 und B(f)=0, d.h. fi ist eine simultane Lösung von 
A(f)=0 und B(f)=0; den zweiten Fall werden wir später behandeln. 

Im ersten Fall, wo B(f}) gleich einer neuen Lösung f, ist, kann man 
auf dieselbe Weise weitergehen. Da nämlich A(£)=0 ist, so erhält man 
B(A(f)) = B(0) = 0, oder nach Vertauschung der beiden Operationen 

0= ABS) = AB’CH)) 
d.h. 5°(f}) ist ebenfalls eine Lösung von A(f)=0. Es sind hier wiederum 
drei Fälle zu uuterscheiden, nämlich: 
B)eh PN) =- Fi) BM=-BN)—=0. 

Im ersten Fall hat man eine dritte von f, und f, unabhängige Lösung 5 —= B’(f,) 
von A(f) = 0, im dritten Fall ist , = P(/,) eine simultane Lösung von A(f)—= 0 
und B(f)=0; auf den zweiten Fall, in welchem 5°(f) eine Funetion der 
früheren Lösungen f, und % = B(f,) ist, die auch in eine nicht verschwindende 
Constante übergehen kann, werden wir später zurückkommen. Durch wieder- 
holte Anwendung der Operation B entsteht aus der einen Lösung f, die Reihe 
von Grössen /, B(fi), B’(fı), P’Cfi), - - ., welche sämmtlich der partiellen Diffe- 
rentialgleichung A(f) = 0 genügen. Es sind nun entweder die n ersten Grössen 
dieser Reihe von einander unabhängige Functionen und bilden alsdann ein voll- 
ständiges System von Lösungen der Gleichung A(f) = 0, oder es wird schon 
eine jener n Grössen, etwa B”(f,), eine Function der vorhergehenden f, B(f), 
B’(f), -.. D""(f), welche sich auch auf eine nicht verschwindende Constante 
oder auf Null redueciren kann. 

Der für die Auffindung der Lösungen von A(f) = 0 ungünstige Fall, 
in welchem nicht der ganze Cyclus derselben durchlaufen wird, erleichtert ge- 
rade die Auffindung der simultanen Lösungen von A()=0 und B(f)=0. 

Die allgemeinste Lösung von A(f)=0 ist eine willkürliche Function 


ihrer n von einander unabhängigen Lösungen fi, fa, --. /,- Um eine simultane 
Lösung von A(f)=0 und B(fJ=0 zu erhalten, muss diese willkürliche 
Funetion von fi, fa --- /„ so bestimmt werden, dass sie auch der Gleiehung 


b(f)= 0 genügt. Führen wir zu diesem Behuf in den Ausdruck B( N für n 


der n+J Vanablen 2, 2, 32. 2B: ri ur --. 2, die Punetionen 
fi» fa; --- / als neue Variable ein, und bezeichnen wir die unter dieser neuen 
Hypothese gebildeten Differentialquotienten von mit ( wi ) N ei 

yP 5 a du,» af’ ah’ an 


) von dem früheren z 
X, 


of 
0%, 


wo der neue Differentialquotient ( völlig ver- 


schieden ist, so erhalten wir 

öf f\ or A, 

re (+2) Te’ 

und, wenn ? eine der Zahlen 1 bis n bedeutet, 
OO 
Te of, 0m; ’ 


daher wird 


2 of kn of of, in In SR of, 
Bf)= os )+B,2 öf, ©, rap of, dm, 


n()HEIEndH 


Lo) k=1 N=0 TTAR 


seh. 
oder endlich, da $ Dr nichts anderes ist als B(7.). 
i—0 OL; 
FO 


En Bla) +. 


Nun darf f, wenn es eine Lösung von can = (0 sein soll, nur von den Grössen 


f; abhängen, x, aber nicht mehr enthalten; also hat man 2 ) —=(, und die 
Gleichung B(f) = 0 reducirt sich auf 


k=n af“ 
zP Seh), 
ee 
d.h. auf 
5) 0) 
EN HB + HB = 0 
Aber in Folge der von uns vorausgesetzten n+1 für’ =0, 1,...n 


stattfindenden Bedingungen 

G = B(A)—-A(B)=0 
ist mit der Lösung f; von A(f)= 0 gleichzeitig auch B(f;) eine Lösung von 
A(f)=0, die evidente Lösung f= Const. mit dazu gerechnet, folglich sind 
die Grössen B(f), B(f), -.. B(/,) sämmtlich Lösungen von A(f)= 0; und 
da die allgemeinste Lösung von A(f)=0 eine willkürliche Function von 


fi» fs --- fa ist, so sind B(f), BCf), --- D(f,) sämmtlich Functionen der 
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Grössen fi, fa --- /, folglich ist die Gleichung 


en ee a. 


ef, ef, öf, 
eine partielle Differentialgleichung, welche f als Function von fi, Tas sa 1 de- 
finirt. Sie lässt n—1 von einander unabhängige Lösungen 9,, Ps, - +. Pu-ı ZU, 


und ihre allgemeinste Lösung, die zugleich die allgemeinste simultane Lösung 
von A()=0 und B(f)=0 darstellt, ist daher eime willkürliche Function 
F(,, fs, ... 9n.1) jener n—1 von einander unabhängigen Lösungen. Solche si- 
multane Lösungen existiren hiernach stets, wenn die n+1 Bedingungen (, = 0 
erfüllt sind. 

Um nun den Nutzen zu zeigen, den die wiederholte Anwendung der 
Operation B auf die Lösung f, von A(f)—= 0 gewährt, wenn es nicht mehr 
auf die Bestimmung der allgemeinsten, sondern einer particularen simultanen 
Lösung von A(f)=0 und B(f)= 0 ankommt, nehme ich an, die Grössen 
BN= BPM)=fs.--- Bf) = fm, wo m kleiner oder höchstens gleich 
n, seien von einander und von / unabhängige Lösungen von A(f) = 0, da- 
gegen sei B"(f,) keine von fi, fs --- /m unabhängige Lösung; dann sind zwei 
Fälle. zu unterscheiden: 

1. Ist B”(f) gleich einer Function F(f, fa... fm) von fir Pas --- Ime 
welche auch in einen constanten nicht verschwindenden Werth übergehen kann, 
so lässt sich die simultane Lösung von A(f)=0 und B(f)=0 immer so 
bestimmen, dass sie nur von fi, fs --- /„ abhängt, die übrigen Lösungen 
Fnxıs mt» --: /u aber nicht enthält. Denn durch diese Hypothese reducirt 
sich die obige partielle Differentialgleichung, welche die simultane Lösung f als 


Function der Grössen fi, fa --- /n definirt, auf die folgende: 
a; a 
f of, +f, öf, a 2° of, + Kl fa a =—, 


welche mit dem System gewöhnlicher Differentialgleichungen 

af sdfsen. dl de Tee er 
übereinkommt. Fügt man diesem System noch die Variable ? hinzu, indem 
man die m gleichen Verhältnisse dem Verhältniss dt: 1 gleich setzt, so hat man 


df, Be If, Der u er df,, Be 
dt —=f,, dt =f,, ir a dt = Pf helfe) 
oder 
: er Te N SR 
DE RR h, = dt? Ba :& 


a a a 
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und demzufolge 


BB; ( a ). 


Bee. IR ae 

Ist nun 9, = Const. irgend ein von £ freies Integral dieser Differentialgleichung 
m'* Ordnung, so ist /— Y, eine simultane Lösung von A(f)=0 und B(f) = 0. 

2. Ist B"(f)=I, so hat man 0 = B(B"(f,)) = B(f.) und 0 = A(f,); 
also ist /„,—= DB" (f) eine simultane Lösung von A()=0 und B(f)=0. 

Das unter 1. erhaltene Resultat erleidet eine Ausnahme für m=1, d.h. 
wenn bereits B(f,) sich auf eine Function von f, oder auf eine von Null ver- 
schiedene Constante reducirt. Dies ersieht man schon daraus, dass die Diffe- 
rentialgleichung zwischen /, und ? alsdann erster Ordnung ist, also kein von 
t freies Integral besitzt. Die partielle Differentialgleichung, welche f als Function 


von fis fas --- fm definirt, geht alsdann in 
2 of 
u 


über und giebt die evidente Lösung f= Const., welche unbrauchbar ist. In 
diesem Falle kann man aus der Lösung f, allein gar keinen Nutzen ziehen, 
sondern es ist nöthig, eine neue Lösung f der Gleichung A(f) = 0 zu kennen. 
Wendet man auf / die Operation B an, wie früher auf /, und ist B(f) nicht 
eime Function von f allein, so ergiebt sich nach dem obigen Verfahren aus f 
eine simultane Lösung von A(fJ=0 und B(f)=0. Ist dagegen B(f) eine 
Funetion von f allein, so dass eine simultane Lösung auch aus /, allein nicht 
gefunden werden kann, so findet man eine solche dennoch durch gleichzeitige 
Benutzung von f, und %. Ist nämlich 


BANM)=IH, BA)= PCR), 


so kann man annehmen, dass f eine Function von f, und /% allein ist, und 
erhält zur Bestimmung dieser Function die partielle Differentialgleichung 


SEHEN = 9, 


welche auf die gewöhnliche Differentialgleichung 


af,:df, = Oh): Ph) 


Er af, a df, 
= jo ©) 


als die gesuchte simultane Lösung giebt. 


führt und den Ausdruck 


Vierunddreissigste Vorlesung. 


Anwendung der vorhergehenden Untersuchung auf die Integration der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung und insbesondere auf den Fall der Mechanik. Satz über das aus 
zwei gegebenen Integralen der dynamischen Differentialgleichungen herzuleitende dritte Integral. 


Um die Ergebnisse der in der vorigen Vorlesung angestellten Unter- 
suchung über simultane Lösungen linearer partieller Differentialgleichungen auf 
den Fall anzuwenden, der uns zu dieser Untersuchung veranlasste, und auf den 
wir bei der Integration der partiellen Differentialgleichung A = h (p. 255ff.) 
stiessen, wollen wir zunächst die n+1 unabhängigen Variablen %,, &, -.. %, 
durch eine gerade Anzahl 2n von Variablen &,, 2, ... 2%, ersetzen, deren In- 
dices wir mit 1 anstatt mit 0 beginnen lassen, so dass die Ausdrücke A(f), 
B(f) jetzt durch die Gleichungen 


ae 


(6) (6) V2n ; 
a a of öf 
AN» es PR 


definirt werden, und die 2n Be 
G= B(4)- AB) —6 
für?=1, 2, .... 2n bestehen. Ferner mögen an die Stelle der 2» unabhän- 
gigen Variablen die Grössen p und q treten, so dass 
o— th: B—ßı 7 m TI in — Dyno ed, en. in ln 


wird, und endlich seien die Coefficienten A,, B, durch die Gleichungen 


_.0p og _..0p ) Op EL, 
4, EN op, ’ 4, Op, ’ A, op 9 n+1 Se ’ An+2 BA Ma RNT °q, 
ou ou ou ce To OD eh. 
Tee in 
bestimmt. 


Alsdann erhalten wir 


Op of pp of 99: Bf : 00 0.09 9f op Of 

A u u SI ne Ta, 
as op, 99, Op, 0% op, 9, 99 MP 99 IB 0q, OP, 
ov of ow öf ou a Aw of SW äf ow of 

B = — ee 
(M op, 99, Op, 69, Op, 04. .:04, 09, 09, 0% og, op, 


oder nach der in der zweiunddreissigsten Vorlesung (p. 251) eingeführten 


Bezeichnung 

AM) = (HF) 

BN)=Wf). 
Um die Werthe der 2n Grössen Ü; für «=1,2,... 2n zu erhalten, theilen 
wir dieselben in die beiden Gruppen ©, und C,,, für?=1,2,...n; dann 


ergiebt sich 
© Ba) —AaB) (m FE), 3), 


Op, op, 
Ö ö 
Un+i Ba B(An+)— A(Ba+i) Ki (w, ER 3) ei (s. I er ) ’ 


oder wenn man die Identität 


Wp)= —(9, v) = (9, —%) 
berücksichtigt, 


6 = +). 


Aber da der Ausdruck (%, w) eine lineare Function sowohl der Differential- 
quotienten von 9, als der Differentialquotienten von y ist, so sind die rechten 
Seiten dieser Gleichungen nichts Anderes als die nach p; und g; genommenen 
Ableitungen von (Y, w); es ist also 


a DER 
op, 

ı  _ Ip W) 

re 09, ’ 


und die sämmtlichen 2n Bedingungsgleichungen 0; —=0, (,,—=0 für !=1,2,...n 
sind erfüllt, sobald identisch 
YY) =0, 
d.h. sobald f=wy eine Lösung der linearen partiellen Differentialgleichung 
AfM)=-(,f)=0 ist. Wenn diese eine Bedingungsgleichung 
(9, Y) = 0 
befriedigt wird, existiren also stets simultane Lösungen der Gleichungen 
GN=I WN=%, 
und man kann zu ihrer Bestimmung die Ergebnisse der vorigen Vorlesung 
benutzen. | 
Hiermit ist die am Anfange der nämlichen Vorlesung aufgestellte Be- 
Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 34 
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hauptung bewiesen, wonach man, wenn 77, irgend eine der Bedingung (Z, H,) = 0 
genügende Function bedeutet, immer eine zweite Function Z, bestimmen kann, 
welche den beiden Bedingungen (4, H,) = 0, (H,, H,) = 0 gleichzeitig genügt; 
und zwar geben die Untersuchungen der vorigen Vorlesung nicht nur den 
Beweis für die Existenz; sondern auch die Mittel zur Bestimmung von A. 
Die weitere Verfolgung jener Untersuchungen giebt alsdann unter Voraus- 
setzung der soeben definirten Funetionen /7,, ZA, die Mittel zur Bestimmung 
der neuen Function H,, welche gleichzeitig den drei Bedingungen (H, H,) = 0, 
(H,H,) =0,.(H,,H,) == 0 genügt, u. sw | 

Aber in der vorigen Vorlesung haben wir nicht nur simultane Lösungen 
zweier linearen partiellen Differentialgleichungen A(f)=0, B(f)= 0, welche 
den Bedingungen (;= B(A)—A(B) = 0 genügen, bestimmt, sondern, was 
nieht minder wichtig ist, aus einer Lösung fi von A(f)= 0 durch wieder- 
holte Anwendung der Operation B eine Reihe neuer Lösungen :B(f) = R, 
Bf)= fa :-- Bf) = f. hergeleitet, bis die nochmalige Wiederholung auf 
eine Lösung B(f,) = fu, führte, welche eine Function F(f, fs... f„) der 
früheren oder eine Constante ist, insbesondere auch gleich Null werden kann. 

Indem wir auch hiervon Anwendung auf den vorliegenden Fall machen, 
tritt indessen eine Modifieation ein, welche auf folgendem Umstande beruht. 
Im Allgemeinen besitzt A(/)= 0 nur die eine evidente Lösung f= Üonst., 
und überdies ist uns nach der Hypothese, von welcher wir ausgingen, nur die 
Lösung f= fi bekannt. In dem besonderen Fall aber, wo A(f)=(@; f), 
B(f)= (yw, f) wird, während die Bedingungsgleichungen C;—= 0 durch die 
identische Gleichung (4, w) = 0 erfüllt werden, kennen wir, wenn f= fi eine 
Lösung von (g, f) = 0 ist, schon von vornherein ausser f eine zweite Lösung 
w, und überdies kommt zu der allgemeinen evidenten Lösung f= Üonst. gegen- 
wärtig noch die besondere f= % hinzu. Hier ist daher /,;, auch dann keine 
neue Lösung, wenn es einer Function F(g, w; fi, fas --- /) gleich wird, die ausser 
fi» far» f noch überdies g und y enthält. Mit Rücksicht hierauf, und wenn 
wir den Fall, wo die Function F sich auf eine Constante oder diese auf Null redu- 
eirt, nicht ausdrücklich erwähnen, sondern unter der Bezeichnung F(, w. fi, fa--- fu) 
mit begreifen, erhalten wir das Resultat: 

Ist /, eine Lösung der / definirenden linearen partiellen Differential- 
gleichung (Y, f) = 0, und wird die Bedingungsgleichung ($, yw) = 0 erfüllt, so 


ist (w, fi) = f; wiederum eine Lösung von (9, f) = 0, und zwar im Allge- 


a 


meinen eine neue Lösung, in besonderen Fällen kann es aber eine Funetion 
F(, w, f}) von w, f, und der evidenten Lösung 9 werden. Indem man so 
fortfährt und u = fi. MD = fr +: Wlan) = Fo BF) = Far setzt, 
wird man im Allgemeinen lauter neue Lösungen f, fi, .-- f. von (9, f) = 0 
erhalten, bis /,.,. eine Function F(y, w, fi, fa, -.- /„) der schon vorher bekannten 
vw, fi» fa --- /. und der evidenten Lösung 9 wird. 

Lässt man nun die Function g mit der Function /7 zusammenfallen, 
welche die linke Seite der partiellen Differentialgleichung 7 = h bildet, so ist 
es zweckmässig, auch die übrige Bezeichnung zu ändern. Man setze = MI, 
w=H;, h—=H, >= HA, u. s. w., und das obige Resultat lautet: 

Sind die Gleichungen (7, A)=0 und (4, H)=0 erfüllt, d.h. sind 
H, und AH, Lösungen der F, definirenden linearen partiellen Differentialglei- 
chung (AH, H) = 0, so ist (H,, H,) = H, ebenfalls eine Lösung dieser Differen- 
tialgleichung, und zwar im Allgemeinen eine neue Lösung, in besonderen 
Fällen indessen kann A, eine Function von A, M,, H, werden. Indem man mit 
dieser Operation fortfährt und (H,, H,) = H,, (H,,H,) = H,,.... (A, H,_) = H,.; 
(H,H,) = H,.. setzt, wird man im Allgemeinen lauter neue Lösungen /,, 
Be H, von (H, H) = erhalten”), bis 7,,, eine Funetion der bereits be- 
kannten H,H,,.....H, 


m) 


die evidente Lösung /7 mit einbegriffen, wird. 
Aber, wie wir wissen, ist es von gleicher Bedeutung, ob wir sagen, 
H, sei eine Lösung der 7, definirenden linearen partiellen Differentialgleichung 


(H, H,)=0, d.h. der Gleichung 


aha: OH a OH OH, 
| Op, On. Op 0 om en 
| öH 22. x OH JH OH al ee 
BER: TR) RORR Re. SR aa 


oder ob wir sagen F,, einer willkürlichen Constante Ah, gleich gesetzt, sei ein 
Integral des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen | 


Ha, rd, en Be a. 
ENT Ch ee Gene : oH 


7 u 


va 80. N 2,” 


n 


d. h. ein von ?£ freies Integral des Systems isoperimetrischer Differential- 


*) Es ist nicht zu übersehen, dass die Grössen 77, H,, H,, ... hier irgend welche Lösungen der 
Gleichung (4, H,)=0 bedeuten und nicht das specielle System derjenigen Lösungen, welche, Constanten 
gleich gesetzt, die zur vollständigen Lösung der partiellen Differentialgleichung 4 = 4 führenden Gleichungen 
bilden. (S. zweiunddreissigste Vorlesung p. 250.) 


34* 


gleichungen 
Di ae Do 
a ee ee 
ei ee ) :; 
Bd en 


welche, wenn man H= T—U setzt, wo T die halbe lebendige Kraft, U die 
Kräftefunetion bedeutet, in das System der Differentialgleicehungen der Be 
wegung übergehen. Wir können daher das gewonnene Resultat in folgendem 
Satz aussprechen: 

Das System der isoperimetrischen Differentialgleichungen 


a a N; 
a u in... 
ea) Be Re: a. 
A ent ee 


in welchem H eime Function der Variablen q1, 9 =: Ans Pıs Pa »-- Pu ohne 
t bedeutet, und welches für H=T—U m das System der dynamischen Diffe- 
rentialgleichungen übergeht, sei vorgelegt. Kennt man zwei von t freie Integrale 
H=h, H,= h, dieses Systems, und bildet man den Ausdruck 

oH, oH, OB 38 OH, 84, 

0 op, 0q, euere 

OH, 6H, 06H, OH oH, OH, |’ 


se op, 99, Op, 09, i Op, 0q, 


H,=(H,H,)= 


so ıst 
B; =, 

wo h, eine dritte willkürliche Constante bedeutet, im Allgemeinen ein neues Integral 
des Systems. In besonderen Fällen kann H, eine Function von H, H,, H, oder 
eim constanter Zahlenwerth, die Null nicht ausgeschlossen, sein; in diesen Fällen. 
ıst H,;,—= h, kein neues Integral, sondern eine Gleichung, welche unter Voraus- 
setzung der früheren Integrale H, = h,, H, = h, und des evidenten Integrals H= h 
identisch erfüllt wird. Fährt man mit dieser Operation fort und bildet aus H, und 
H, oder H, und H, den Ausdruck (H,, H,) oder (H,, H,), so giebt dieser, gleich 
einer Üonstante gesetzt, im Allgemeinen wieder ein neues Integral u. s. w. 

Dies ist einer der merkwürdigsten Sätze der ganzen Integralrechnung 
und für den besonderen Fall, in welchem man 7= T—U setzt, ein Funda- 
mentalsatz der analytischen Mechanik. Er zeigt nämlich, dass, wenn der Satz 
der lebendigen Kraft gilt, man aus zwei Integralen der Differentialgleichungen 
der Bewegung im Allgemeinen durch blosses Differentiiren ein drittes, hieraus 


ein viertes, etc. ableiten kann, so dass man entweder alle Integrale erhält, oder 
doch wenigstens eine Anzahl derselben. 

Nachdem ich diesen Satz gefunden hatte, machte ich den Akademien zu 
Berlin und Paris davon, als von einer ganz neuen Entdeckung, Anzeige. Aber 
bald darauf bemerkte ich, dass dieser Satz seit 30 Jahren schon zugleich ent- 
deckt und verborgen war, da man seinen wahren Sinn nicht geahnt, sondern 
ihn nur bei einem ganz anderen Problem als Hülfssatz gebraucht hatte. 

Hat man für ein bestimmtes mechanisches Problem die obigen Diffe- 
rentialgleichungen integrirt und will, nach der von Lagrange und Laplace ent- 
wickelten sogenannten Störungstheorie, die Modificationen bestimmen, welche 
die Bewegung durch das Hinzutreten neuer kleiner Kräfte erfährt, so wird 
man auf gewisse, aus den p»,, q, zusammengesetzte Ausdrücke geführt, welche 
von der Zeit unabhängig sind, ein Resultat, welches zu den grössten Ent- 
deekungen der genannten Geometer gehört. Porsson, der die Untersuchung 
etwas anders anordnete, fand, dass diese von ? unabhängigen Ausdrücke genau 
von der Form (H,, H,) seien. Dieser Porssonsche Satz war wegen der Schwie- 
riekeit seines Beweises berühmt; aber man legte so wenig Werth auf den- 
selben, dass Lagrange ıhn nicht einmal in die zweite Ausgabe der Me&canique 
analytique aufnahm, sondern seine Formeln als die einfacheren vorzog. Aber 
gerade dieser Porssonsche Satz stimmt im Wesentlichen mit dem oben ausge- 
sprochenen überein. Denn wenn jene Ausdrücke (A,, H,), welche bei Poisson 
als Üoefficienten in der Störungsfunction auftreten, unabhängig von der Zeit 
sind, so müssen es Functionen sein, welche im ursprünglichen Problem Constanten 
gleich werden. Aber diese Bemerkung war vorher den Geometern entgangen, 
und es bedurfte in der That einer neuen Entdeckung, um den Satz in seiner 
wahren Bedeutung hervortreten zu lassen. 

Dass die Wichtigkeit dieses seit so langer Zeit entdeckten Satzes Niemand 
erkannt hat, dazu hat ein eigenthümlicher Umstand beigetragen. Die Fälle, 
in welchen man denselben anwandte, waren nämlich gerade solche, in welchen 
der neugebildete Ausdruck kein neues Integral gab, sondern wo der resultirende 
Ausdruck identisch gleich Null oder gleich einer von Null verschiedenen Zahl, 
etwa —=1, wurde. Diese Fälle, welche in der allgemeinen Theorie als Aus- 
nahmefälle erscheinen, sind überhaupt in der Praxis sehr häufig. Damit nämlich 
ein Integral mit irgend einem zweiten combinirt nach und nach alle Integrale 
liefere, muss es ein solches sein, welches dem besonderen Problem eigenthüm- 
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lich angehört. Aber die ersten Integrale, welche für ein vorgelestes Problem 
gefunden werden, sind in der Regel diejenigen, welche aus den allgemeinen 
Principen (z. B. der Erhaltung der Flächen) folgen, mithin dem besonderen 
Problem nicht eigenthümlich angehören; daher kann man nicht verlangen, dass 
aus ihnen alle Integrale abgeleitet werden sollen. 

Wir sehen, dass eine gewisse Polarität, d. h. eine qualitative Verschie- 
denheit unter den Integralen besteht. Früher kannte man dieselbe nicht, jedes 
Integral galt für gleich viel werth, und der einzige Nutzen, den man daraus zu 
ziehen vermochte, war, die Ordnung des gegebenen Systems um eine Einheit 
zu erniedrigen. Jetzt aber sehen wir, dass es gewisse Integrale 7, —=h, und. 
H, = h, giebt, aus denen man alle übrigen ohne Weiteres herleiten kann. 


Dieser Fall ist sogar der allgemeine. Stellen nämlich die Gleichungen HZ, = h,, 


en re 


im m 


sämmtliche Integrale dar, und bildet man aus den linken 
Seiten derselben nach Willkür eine Function 
KEBDBERL, 

welche vorher gegeben sein kann, so wird man in einer unendlich überwiegenden 
Mehrzahl von Fällen aus 7,,, und einem der gegebenen Integrale, z. B. aus 
H,;. und H,, alle übrigen herleiten können, und dies ist der allgemeine Fall, 
da H,,, einer willkürlichen Constante gleich gesetzt die allgemeinste Form eines 
Integrals darstellt. Die ersten Integrale, die man bei der Lösung eines Problems 


findet, sind aber in der Regel nicht, wie A,,,, aus denjenigen, welche dem 


m 
Problem specifisch angehören und aus den generellen, welche sich aus den all- 
semeinen Principen ergeben, zusammengesetzt, sondern sie sind gewöhnlich nur 
die von generellem Habitus, und daher erhält man aus ihnen nicht die sämmt- 
lichen Integrale des Problems. 

Die Anwendung des allgemeinen 'Theorems auf die freie Bewegung giebt 
den Satz: 


Kennt man zwei von t freie Integrale = h, und w = h, des Systems 


da 80 u uU u 
u dm," er a 
und bildet man den Ausdruck 
op DR 0.00.08 
1 oa! ow, oy. oY,; o2' ö2, 
($, ob) z m; a ow 16177 a ou alt) > te117 “| ’ 
ou, Om, oy. oy, D2, 08; 


so ıst im Allgemeinen 
YY)—=h, 

ein neues Integral; in besonderen Fällen kann aber auch (Y, w) eine Function 
der Constanten h,, hs und der im Satz der lebendigen Kraft T-U=h vor- 
kommenden Constante h oder ein reiner Zahlenwerth und zwar auch gleich Null 
werden. 

Auf diese Weise kann man aus zweien der Flächensätze den dritten 
herleiten. Hierzu haben wir nur 


= = m; (w; Y: Y x. 5% F=.3M; (w; 2; FR N) 


zu setzen, alsdann wird 


Ip Op ' Ip 
ee Pr 
Er = — My, öy! Mi Li, ö2' —=(, 
BR 
r — m;2;, 2 =, nn = — mai, 
ö ö 0 
a en 
daher 
(pYy) = my —yR)} 
also ist 


(, v) SEE h, 
der dritte Flächensatz. 


Poisson macht in seiner berühmten Abhandlung über die Variation der 
Constanten im 15' Hefte des Journals der polytechnischen Schule eine Anwen- 
dung seines oben erwähnten Störungstheorems auf die Störungen der Rotations- 
bewegung um einen festen Punkt. Hierbei wird er genöthigt, dieselben Rech- 
nungsoperationen vorzunehmen, welche wir soeben gemacht haben. Daher ist 
in seinen Rechnungen die Herleitung des dritten Flächensatzes aus den beiden 
anderen enthalten; aber er erwähnt dies merkwürdige Resultat mit keiner Silbe. 

Aehnliche Betrachtungen kann.man anstellen, wenn man zu den drei 
Flächensätzen die drei Gleichungen des Princips der Erhaltung des Schwerpunkts 
hinzufügt und untersucht, aus wie vielen dieser 6 Integrale sich die übrigen 
ergeben. | 


Fünfunddreissigste Vorlesung. 
Die beiden Classen von Integralen, welche man nach der Hamiltonschen Methode‘ für die 


mechanischen Probleme erhält. Bestimmung der Werthe von (g, %) für dieselben. 
Wenn von dem System der Differentialgleichungen 

a N. 

ar: a RT er a 


welches das evidente Integral 7 —= h besitzt, zwei von ? freie Integrale 7, = h, 


(1.) dt:dg, :dg,:...:dq,:dp,:dp,:...:dp, —=1 


und H,—= h, gegeben sind, so kann man zwar, wie wir gesehen haben, im 
Allgemeinen a priori nicht mit Bestimmtheit sagen, ob (M,, H,), einer willkür- 
lichen Constante gleich gesetzt, ein neues Integral ist, oder ob sich (A,, A;) 
auf eime von A, h, und h, abhängige Constante oder auf eine reine Zahl und 
endlich diese auf Null reducirt. Diese Frage lässt sich aber vollkommen ent- 
scheiden, wenn 7), = h, und H, = h, Integrale sind, welche zu dem durch die 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung gelieferten System gehören. Wir 
werden nämlich sehen, dass, wenn 9 = Üonst. und y = Üonst. zwei von den 
Hamiltonschen Integralen sind, (9, w) entweder = 0, oder = +1 wird. Zwei 
Integrale dieses Systems geben also nie ein neues Integral. Um diesen Satz 
zu beweisen, bedürfen wir eines Hülfssatzes, welcher. zeigt, was aus dem. Aus- 


druck (Y, w) wird, wenn in 9 und w ausser den Grössen 91, 935 --- Ins Pı: 
Pas --: Pm, noch m Grössen ®,, ®,, ... ®,, ... ®, vorkommen, welche Func- 
tionen von 915 as - +: un und 9, Pas --. P„ Sind. In diesem Fall kann man 


sowohl die nach den Variablen p und q genommenen Differentialquotienten von 
y und w, als auch den Ausdruck (y, w) auf zwei verschiedene Arten bilden, 
je nachdem man auf das Vorkommen der Variablen p und q in ®,, ®,, ... @®, 
Rücksicht nimmt, oder nicht. ' Bezeichnen wir diesen beiden Bildungsweisen 
gemäss die Differentialgotienten von Y und y mit oder ohne Klammern und 
den aus p und w gebildeten Ausdruck mit doppelten Klammern ((g, w)) oder 


mit einfachen Klammern (g, w), so ist 


> nee. 
Er 2 23) 


Die nach ? genommenen Summen erstrecken sich auf die Werthe 1, 2, ... n, 


a - 


und für die eingeklammerten Differentialquotienten in (2.) gelten die Gleichungen 
op \__ Op öyp dm = )- av a 68% 
(3 )- op, +0 dw, Op, ' 9) ©, +2 Ei 


Be Ay: dm (Buy 0W Ow  dm 
7 =, = Om, 04, 7.06 7 0m, 8, 


in welehen die Summen nach %k und %k' von 1 bis m zu nehmen sind. Wenn 


man diese Ausdrücke in (2.) substituirt, so erhält man als Resultat eine ein- 
fache Summe nach i, eine doppelte Summe nach « und % (oder k’) und eine 
dreifache Summe nach , k und %k'. Es wird nämlich 
ep du u ei 
op au om, Sy Oy dan Ye ee) 
Te: ne da. 04 da Ba 2p) 7 T\op dm, dq, .2g, dm, Op, 
op = (5 08% 08; =) 


+2227 


k k 0m, 


op; 09; op; 99; 
oder wenn man in den ee und dreifachen Summen die Ordnung der 


Summationen umkehrt und die in (3.) gegebene Definition der in einfache 
Klammern eingeschlossenen Ausdrücke von der Form (9, w) berücksichtigt, 


(pw) = (9, kei 


+24, @,)— za n. (w® r) 
I / 
+25 -. (5,, 9,.). 
Da die Summationen nach k und %'’ auf dieselben Werthe 1 bis m ausge- 
dehnt werden. so kann man in der ersten Summe der zweiten Zeile & statt 
k' schreiben. In der dritten Zeile verschwinden die Glieder, für welche die 
Werthe von k und %’ zusammenfallen, wegen des Factors (@®,, @,.); von den 
übrigen Gliedern kann man je zwei zu einem vereinigen, da (@®,, ©) = — (@®,, ®,) 
ist. Daher braucht man die Summe nur auf die Combinationen je zweier von 
einander verschiedenen Werthe 4, k' zu beziehen und erhält dann (®,, ®©,) in 


jr Op. _ ey Op 


08; 08; 08; 08, 


) multiplieirt; also ergiebt sich schliesslich 


(($, W)) 


4. oy Aw 16) (6) 
( : I WHEN a) — ET 2 Wr rl nn Fe can, ©.) 


Des späteren Gebrauchs wegen wollen wir die Formel (4.) specialisiren, 
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indem wir für die Grössen ®,, @, ... @, die bereits früher”) betrachteten r 
von willkürlichen Constanten freien, nur von den Variablen 9, @, --- An 
Pıs Pas --- Pu abhängigen Functionen A, H,, ... H,_, setzen, welche, n von 
emander unabhängigen willkürlichen Constanten A, Au, ... A,_, gleich gesetzt, 
die Variablen p,, ps, - - . P„ dergestalt als Funcetionen der Variablen q,, 9, ... 9, 
bestimmen, dass 
pdq,+p,dg, + +p,dq, 
ein vollständiges Differential und sein Integral eine vollständige Lösung V der 
partiellen Differentialgleichung 7=h wird. Alsdann ist, wie wir gesehen 
haben, identisch 
(H,, Hr) = 0, 

folglich verschwindet in der allgemeinen Formel (4.) die nach k, k' genom- 
mene Doppelsumme, und wir erhalten 


wo die Summen von k=0 bis k —=n—1 ee sind. 

Specialisiren wir nun diese Formel noch mehr. Nach unserer bisherigen 
Annahme enthalten die Functionen 9 und y die Variablen p und g erstens 
explicite und zweitens implieite vermittelst der Grössen H, HA, ... H,.. 
Nehmen wir gegenwärtig an, dass die Funcetionen g und w die Variablen p 
nur in der letzteren Art, also nur implieite enthalten, eine Form, welche durch 
Einführung der n Grössen H als neuer Variablen an Stelle der n Grössen p 
immer zu erreichen ist. Da mithin 9 und w lediglich in 9, 98 --: m 5 
H,, ... H,_, ausgedrückt sind, so tritt unter dieser Hypothese eine wesent- 


liche Vereinfachung der in Gleichung (5.) vorkommenden Ausdrücke 


(9, y) = 
op OH u % Es 2 (2V OH,  Oy an 
ap, 09, 99,0 op, 94, 94, 0; 

op Ow 


ein. Die Differentialquotienten "a 7a verschwinden für jeden Werth von 


ü i 


1) = 


i, es wird 
99 OH; 


GW QM=--2,: YEI—=-Z- ne. 


04, Sp, ” 


*) S. zweiunddreissigste Vorlesung, p. 250. 
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und der allgemeine Ausdruck (5.) von ((Y, w)) nimmt jetzt die einfache Gestalt an; 


ni ow öp OH; Op av OH; 
(6.) (HY) = = öH, = 4, op, +2 OH, = 09, op, 


In dieser Gleichung ist die Specialisirung des Hülfssatzes (4.) enthalten, deren wir 
uns bei Betrachtung der Aamiltonschen Form der Integrale zu bedienen haben. 
Um unter diesen Voraussetzungen die Integrale des Systems der Diffe- 
rentialgleichungen (1.) in der Aamiltonschen Form vollständig hinzuschreiben, 
seien, unter Beibehaltung der soeben gebrauchten Bezeichnung, 
H=hAH=h,... Sushi 


die Gleichungen, welche die Variablen p,, Ps, --. P„ So bestimmen, dass 


de fo. dq, td, + +P,dg,) 


eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 77 = h wird. Dann 
sind, wie wir wissen”), die Integralgleichungen des Systems (1.) in der Ha- 
maltonschen Form: 


| BR. e, 3. 
a) g, E7 0g, Ps» q, Pr? 
AR a de.‘ Oh ie 
BET N ie en 
wo A, A, ... h,_, neue willkürliche Constanten bedeuten. Aber diese In- 


tegralgleichungen sind noch nicht sämmtlich nach den willkürlichen Constanten 
aufgelöst. Um sie unter dieser Form d. h. nach unserer Terminologie als Inte- 
grale zu erhalten, setzen wir für die erste Hälfte der Integralgleichungen (7.) 
die damit gleichbedeutenden Integrale | 


HR Mas N Hrn, 
und in die zweite Hälfte derselben, welche bereits nach den willkürlichen Con- 
stanten A’, h\, ... h,_, aufgelöst sind, substituiren wir für Ah, h,, ... A, Ihre 
Werthe A, H,, ....H,:,. . Dann ergeben sich, wenn: H',:Hh,:.:. A,_.,. die 
Functionen der Variablen 9,, 93; --: Qu» Pıs Pas --- P„ bezeichnen, in welche 
durch diese Substitution die Grössen —-, I nie übergehen, die in 


der zweiten Zeile des Systems (7.) stehenden Integralgleichungen in Form der 


Integrale 
H' nn t+h, H, ae Rh, H: = hu Kaae? Ye = Bi . 


*) 8. zwanzigste Vorlesung, p. 157. 


Die Grössen Z', H,, ... H,_, enthalten die Variablen p,, ps, ... p, nur im- 
plieite vermittelst der Grössen A, H,, ... A,_,, denn die Function V und deren 
ra We 
Dh. 2. -Oha2-37. 57 
h, hı> -.. Au abhängig, und daher die Grössen 7’, H,,.... H,_ı lediglich 
von den Grössen &, 9.2... Hı,.... 5 Tasmdaba HH, HB 


n—1 


Differentialquotienten sind lediglich von 9,, 9, --- In; 


genau von derjenigen Form, in welcher die Grössen 9 und w in Gleichung (6.) 
nach unserer Annahme dargestellt sind. Dasselbe silt, wie sich von selbst 
versteht, von «den Grössen 7, A, .... A,_,, wenn wir sie als Funetionen ihrer 
selbst betrachten, nur dass alsdann auch die Variablen q,, 9, ... g. nicht 
explicite in ihnen vorkommen. Auf Ausdrücke der Form ((H/, H;)) oder 
((H,, H,)), deren doppelte Klammern wir von nun an zur Vereinfachung der 
Bezeichnung fortlassen werden, lässt sich also die Formel (6.) für ((Y, w)) 
anwenden. | 
Wird in (6.) zunächst = MH), w=H,, gesetzt, wo @ und P Zahlen 

aus der Reıhe 0, 1, ... n—1 bedeuten, so ergiebt sich 
OH; „OH, ON 2 amd 
u ea 
Aber nach der Definition der Grössen F} ist 

oV 

ORs:! 


@) (A,B)e z 


Hi 


ge. 


Oh. 
Da aus der zur Bestimmung von V dienenden Gleichung 
= Io. +0) 


für den Differentialquotienten von V nach A, der Werth 


oV Cl op, Op, Op, 
J e En Re ar a ae 


folgt, so ergiebt sich hieraus durch partielle Differentiation nach gq; 


oV 
; a we 


vorausgesetzt, dass ın 


für die Grössen h, die Grössen A, gesetzt werden. 


°q, N. Hr 
also nach Ersetzung der Grössen Ah, durch die entsprechenden Grössen H, 
OH! Sp, 
(9.) a un 


Mit Benutzung dieser Gleichung erhalten die in Formel (8.) vorkommenden 


nach © genommenen Summen die einfachen Werthe 


OH, IB, 00H, 20, 50H, 
ED 0: er OD OH 
OH, DH, _ 50H, Sp _ OH 
i °q; op; Au i op, OH > OH; ! 
und (8.) geht über ın 
re OH» OH, OH. OH, 
Ho) m Sn on, © 3m, 985° 
oder da 2 für alle von & verschiedenen Werthe von k verschwindet, für 
= e aber der Einheit gleich wird, 
a OH: . 04H, 
(H.,H)) = — öH, + öH, . 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist gleich Null; denn bezeichnet V' die 
Function, in welche V übergeht, wenn die Grössen A, durch die entsprechen- 
den /, ersetzt werden, so ist 


oV’ ERBEN. BERRHS a ur 
ee et. PR Om 
also 
OH. _ OH 
EI Pe a 


und hieraus folgt: 
(H,, H3) = 0. 
Setzen wir nun, um Ausdrücke von der Form (H,, H,) umzuformen, in 
(6.) für und w die Werthe = H,, v = H,, so ergiebt sich 


OH; „OH. OH, OH. 5 OH; OH, 
EB Tr 2527: RER TE: 


(10) (A; H) = = 


Mit Benutzung von Gleichung (9.) erhält die erste hierin vorkommende, nach 
: genommene Summe den Werth 


OH. OH, _ „83H, ®; _ OH 
E80. .7,00 ar 04: 


Die zweite nach ’ genommene Summe dagegen verschwindet; denn da wir 


ve Gwen. 0. ...20.,0und Hd AH,... HA 


n 


_, als unabhängige Variable an- 
EIER 


E sind sämmtlich 
q 


sehen, so enthält 77, kein q,, und die Differentialquotienten 
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gleich Null. Auf diese Weise geht Gleichung (10.) über in 


en 3 : FR) : ER ) : 7 
ET TE a 


und da es gleich O0 oder gleich 1 ist, je nachdem £ von « verschieden oder 


demselben gleich ist, so hat man für je zwei von einander verschiedene Werthe 
von @ und £ 


(H., H5) = 0, 
dagegen, wenn @ = Pf ist, ' 


(H,H)= —1.. 
Endlich ist nach den Bedingungsgleichungen, durch welche die Grössen 
FH definirt werden, i 
A) 
Wir haben also für die Grössen 7, und Hi folgende identische Glei- 
chungen erhalten: 
(H,H)=0, (Hu, Hp) = 0, 
! (Hı; H5) —=(, 
von welchen die beiden ersten für alle Werthe von «@ und £ gelten, die letzte 
aber nur für von einander verschiedene Werthe von & und /, während für 
«= ß die Gleichung besteht: 
(H,,H,) = 1. | 
Man kann diese Resultate in folgenden Satz zusammenfassen: 
Es sei das System der ısoperimetrischen Differentialgleichungen 


a al ER 4, 0.04 
dp dee 
e 
e dB, 7. UN A ae: a 
A: a Re 
vorgelegt, in welchem H eine gegebene Function der Variablen q,, 9 --:- 


Pıs Pas --- Pn bedeutet, und welches für H= T—U in das System der Diffe- 
rentialgleichungen der Dynamik im Fall der Geltung des Princips der lebendigen 
Kraft übergeht. Man betrachte die partielle Differentialgleichung 


| ar. OR Sn al a 
ın welcher p, = ER »= u = Er gesetzt ıst, und auf welche sıch 


n 


das System (1.) zurückführen lasst. Es seien 
H, == h, J H, = Ri; Eee H.3 = A 


die Gleichungen, welche mit H= h zusammen pP, Pas --- Pa so als Functionen 
von is Gas --. Q, bestimmen, dass 
Pidg + Pd, + +pudq, 
ein vollständiges Differential und sein Integral 
me jo. dq, +, 4,4 +P,4g,) 
eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung H= h wird. Be- 


zeichnet man nun mit H', H),.... H}_, die Functionen der Variablen 9, 92: --- Qus 
; Be: ar.: 8% I 

Pıs Pas ++ Pr, in welche die Differentialquotienten —- » er en über- 

gehen, wenn die Constanten h, hy, ... Au durch die Functionen H, H,, ... H,_, 


ersetzt werden, und stellt man das zum System der Differentialgleichungen (1.) 
gehörende System der Integrale in der Hamultonschen Form, d. h. in den Gleı- 
chungen 

H=h, Henn. DB ah a, eh, 

Bi Ban ren on, 
auf, so haben die 2n Functionen H, H,,... H,_., A, H,, H,_ı, welche die 
linken Seiten dieser Integrale bilden, die Ergenschaft, dass, wenn man in dem 
Ausdruck 


(6) 
N 
se op, ©, 0m 9% pP, 99, 
DE |- ae Be a =. Be ARE 
op, 1 0m °P, 99, 
für p und w irgend zwei von den 2n Grössen H, H,,... H,_, H',H,,... H,_ı 


setzt, derselbe verschwindet, mit einziger Ausnahme der Combinationen von H und 
H', H, und H,,... H,. und H,_, deren jede, für $ und w gesetzt, den 
Ausdruck (g, w) der Einheit gleich macht. 

Vermittelst dieses Satzes kann man sehr einfache Formeln für die 
Variation der Constanten aufstellen, was den Gegenstand der nächsten Vor- 
lesung bilden wird. 


Sechsunddreissigste Vorlesung. 
Die Störungstheorie. 


Wenn man in der Dynamik die Theorie der Variation der Constanten 
anwendet, so nimmt man an, dass sich das System der Differentialgleichungen 


der Bewegung ändert, indem zu der charakteristischen Function 7 eine Stö- 


rungsfunction 2 hinzukommt, welche ausser den Variablen 9, 93; --- 9» Pı» 
Pas --: P, auch die Zeit £ explieite enthalten kann, dass also die Differential- 
gleichungen in folgende übergehen: 
d, OH 02 dp, öH 082 
a) ae 
dt op, op, dt 0q, og, 


Ist nun 2 gegen H sehr klein, so kann man die Werthe der Variablen p, und 
g, im ungestörten Problem (für 2 — 0) als Näherungswerthe für ihre Werthe 
im gestörten Problem brauchen und die neuen Werthe von p; und q; so dar- 
stellen, dass sie dieselbe analytische Form behalten, dass aber an die Stelle der 
früheren willkürlichen Constanten (oder Elemente nach astronomischem Sprach- 
gebrauch) jetzt Functionen der Zeit treten. Statt, wie im ungestörten Problem, 
die Grössen p; und g; als die zu bestimmenden Variablen anzusehen, sucht man 
im gestörten vielmehr diejenigen Funetionen, welche an die Stelle der alten 
willkürlichen Constanten oder Elemente treten, d. h. die gestörten Elemente 
werden die Variablen des neuen Problems. Dies gewährt den Vortheil, dass 
man als erste Näherung nicht Funetionen der Zeit, welche constante Grössen 
enthalten, sondern die Constanten selbst, die Elemente des ungestörten Pro- 
blems, erhält. 

Es kommt nun darauf an, die Differentialgleichungen der gestörten 
Elemente aufzustellen. Erinnern wir uns zunächst an die AHamiltonsche Form 
der Integrale des ungestörten Problems, also an das in der vorigen Vorlesung 
betrachtete System 


(H =h, H=h,... Kae, 

2) H=h-+, H=h,.. Hol, 
und bezeichnen wir irgend ein von £ freies Integral des ungestörten Problems mit 

9—.4 

wo 9 eine von willkürlichen Constanten nicht afficirte Function der Variablen 
dis 9es >=: Ans Pıs Pas --- P, und a eine willkürliche Oonstante bedeutet, so 
dass sich 9 als Function der 2n—1 Variablen A, H,,... HA, , H, ... H., 
und a als die nämliche Function der 2r —1 Constanten Ah, hı, -.. us is -.. in 


darstellen lassen muss. Im gestörten Problem ist a keine Constante mehr, 


d j : . ; 
also nicht mehr gleich Null, man erhält vielmehr unter Benutzung der 


Differentialgleichungen (1.) für u den Ausdruck 


dt tet 


oder, was dasselbe ist, 


(8) = (H,9+@, 9). 


> 0- a ein von £ freies Integral des ungestörten Problems ist, so genügt 


der linearen partiellen Differentialgleichung (A, 9) = 0, und der Ausdruck —- = 


redueirt sich auf 


eu, 

(3°) = (9,9). 
Die rechte Seite dieser Gleichung enthält ausser dem in 2 explicite vorkom- 
menden £ die 2n Variablen 9, 9 --- Guns Pıs Pas *-- Pm, für welche wir 


jedoch die 2n» Functionen A, H,:.. H,_., #7, H,,.... A,_, derselben als 
neue Variable einführen wollen. Die Einführung der neuen Variablen in 2 
giebt für (2, g) die Transformation 


2 k=n—1 02 i kn—1 oR2 } 
a == ne h ) a er H ’ . 
(4.) @)=-25 H, Aut 275 u} (Hin 9) 
Führen wir die neuen Variablen auch in p ein und berücksichtigen, dass % 


\ Be ) 
von der einen derselben, von /7', unabhängig ist, dass also Sr verschwindet, 


so erhalten wir für die Ausdrücke (4,9); (Hi, N die Transformationen 


MN) EL HH EZ Sr, EN, 
a se 
s OH = vo, 
Aber nach dem in der vorigen Vorlesung bewiesenen Satze verschwinden die 
sämmtlichen Ausdrücke (H,, H,), (H,, H/), (HH, H,), (H/, H/) mit Ausnahme 
derjenigen (H,, H}), (H;, H,), in welchen k und s denselben Werth haben, und 
von diesen werden die ersteren der positiven, die letzteren der negativen Einheit 


gleich. Dadurch reduciren sich die Ausdrücke von (H,,%), (H,,Y) auf die 
einfachen Werthe 


op 
(H,, $) OH! ’ 
' Op 
Se 
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In Folge dessen geht Gleichung (4.) über in 
a ip a Ay 
NT STERNE Som an 


und Gleichung (3*.) giebt für 2. schliesslich den Werth: 


@ da em 99 0% Gare IR dp 
) ar au BET & 20 BR. 
Die partiellen Differentialquotienten der Störungsfuncetion sind hier in die 


n Sy . 
(zrössen au und an 


1, 
explieite enthalten, da 2 in nicht vorkommt. Dies ist der berühmte Pors- 


multiplieirt, also in Ausdrücke, welche die Zeit nicht 


son-sche Satz. 
Speeialisiren wir die Formel (5.), indem wir für @ die einzelnen Grössen 


H, H,,... H,_, H\, ... H,_, und demgemäss gleichzeitig für a die Grössen. 
h us 2. Ran Bis - =. Dur setzen, Ro erhalten ır EEE 78 
dh; 02 
PR 
und für k=1, :..n=1 
dh; 92 
1 ar 


Es bleibt jetzt noch übrig, dasjenige Integral des ungestörten Problems 
zu betrachten, durch welches die Zeit eingeführt wird, d.h. das Integral 
HH =W+t. 
Da jetzt A+-t an die Stelle von a und MH’ an die Stelle von 9 tritt, so ver- 
wandelt sich Gleichung (3.) in 


h’ 
a — (H, H')+(9, H'), 
und da (7, H’)=1 ist, erhält man 
dh’ \ 
Sa Fr (2,H ) 


eine Gleichung genau von der Form (3*.), nur dass A und FH’ an die Stelle 
von a und getreten sind. Indem man in Gleichung (4.) ebenfalls 7’ an die 
Stelle von 9 treten lässt, ergiebt sich (2, 77’) gleich dem partiellen Differential- 


quotienten SE, und man erhält daher schliesslich 
RE. 
ur DOM: 


d.h. Gleichung (7.) gilt auch für k = 0. 
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Die Gleichungen (2.), welche für das ungestörte Problem das System 
seiner Integrale darstellen, sind für das gestörte nur die Definitionsgleichungen 
der neuen Variablen h, A, ... Au, A, A, ... h,_, und dienen dazu, die 
alten Variablen 9, 9, --. > Pıs Pas --- 2. oder deren Functionen H, 
H,,... H,_., H', H,,.... A,_, durch die neuen Variablen auszudrücken. Indem 


man diese Substitution in der Störungsfunetion vornimmt, also in derselben , 


Br Su 7 n,.DB.:DH weh en Bart his. 2 er 
setzt, so dass 2 eine Function der 2n-+1 Variablen Ah, h,, ... hu_., A, hiy... A_, 
oR OB; .: ce2 oR 


und £ wird, gehen die Differentialquotienten aH, am in ah! über, 


k 
und man erhält für die Variablen, welche im gestörten Problem an die Stelle 


der Constanten des ungestörten treten, die Differentialgleichungen 


BA 0 90 
(8) FE EL ER. a RT ae, 
ee Ai. 82 

MN ee A 


Dieses System ist von der nämlichen Form, wie die Differentialglei- 
chungen der Bewegung des ungestörten Problems, nur dass an die Stelle der 
Variablen q,, 93, --- 94 Pı> Pa; --- pP, und der Function 7 derselben die 
Variablen h, A, ... Au, A, hi, -.. A,_, und die Function —.2 treten, von 
denen die letztere noch überdies die Zeit ? explieite enthält. Die Integration 
dieses Systems ist daher nach den früheren allgemeinen Betrachtungen *) 
gleichbedeutend mit der Bestimmung einer vollständigen Lösung der partiellen 
Differentialgleichung 


ot 
welche, nachdem die Variablen A’, A}, ... Au, durch die Differentialquo- 
ir : 
tienten —,-, ae ersetzt worden sind, S als Function von &, h, 
u... A, .deknirt. 


Die hier aufgestellten Differentialgleichungen des Störungsproblems stimmen 
darin mit den von Lagrange und Laplace gegebenen Differentialgleichungen 
überein, dass die gestörten Elemente die gesuchten Variablen sind, und dass 
die rechten Seiten der Differentialgleichungen durch die Differentialquotienten 
der Störungsfunction nach den gestörten Elementen ausgedrückt werden. Aber 


*) S. Zwanzigste Vorlesung p. 157. 
36* 


bei ihnen kommen im Allgemeinen in jeder Differentialgleichung alle Diffe- 
rentialquotienten der Störungsfunetion vor, und die Coefficienten derselben sind 
Ausdrücke der Form (9, w), deren Bildung sehr mühsam ist. Das Nähere 
hierüber findet man in Lagranges Mecanique analytique, in welcher die Weit- 
läuftigkeit der nothwendigen Rechnungen mit der grössten Geschicklichkeit ab- 
gekürzt ist, sowie in Enckes astronomischem Jahrbuch von 1837. In dem ein- 
fachen Falle der planetarischen Störungen ist man nach den älteren Formeln 
genöthigt, 15 Ausdrücke von der Form (9, w) zu berechnen. 

Nur dadurch, dass wir die Elemente des ungestörten Problems gerade 
in der Form genommen haben, wie sie die Hamultonsche Methode giebt, ist es 
uns möglich geworden die Differentialgleichungen so zu vereinfachen, dass in 
jeder nur ein Differentialquotient der Störungsfunction vorkommt, und dass 
der Coefficient desselben sich auf die positive oder negative Einheit reducirt. 
Diese Wahl der Elemente ist von der grössten Wichtigkeit; deshalb haben wir 
bei der Bestimmung der Planetenbewegung durch die Hamiltonsche Methode 
die dort eingeführten willkürlichen Constanten ihrer geometrischen Bedeutung 
nach genau erörtert. 

Anstatt die Variablen h, und A, für die ursprünglichen Variablen p, und 
q; in das System gewöhnlicher Differentialgleichungen einzuführen und so auf 


98 

2 

langen, werden wir uns im Folgenden die Aufgabe stellen, die Einführung jener 
neuen Variablen unmittelbar in der partiellen Differentialgleichung 


aV 
9.) | SZ +H+2 = 0, 


die zum Störungsproblem in seinen ursprünglichen Variablen ausgedrückt gehört, 
zu bewerkstelligen. Indem wir hierbei von der zum ungestörten Problem ‚ge- 


indirectem Wege zu der partiellen Differentialgleichung —2=0 zu ge- 


hörigen partiellen Differentialgleichung 


(10.) 


eine vollständige Lösung V, als bekannt voraussetzen, welche zur Bestimmung 
der neuen Variablen h, und A, erforderlich ist, werden wir von der partiellen 
Differentialgleichung (9.) unmittelbar zu der partiellen Differentialgleichung 

08 


11.) ——2—0 


übergehen. 


Ba aan len a an ae nn En Ua le nn 
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Die partielle Differentialgleichung (9.), in welcher die Grössen p,, 


; ; £ \ ; oV oV 
Ps,» P„ durch die partiellen Differentialquotienten ee er- 
setzt sind, ist gleichbedeutend mit der totalen Differentialgleichung 
(12.) dV= —(H+2)dt+p,dg +P, dt pP, Ag» 
\ oo OF. =8R oV 
wo in H und 2 wieder p,, Ps, --. P, an die Stelle von ee 


getreten sind. 

Indem wir als neue Variable die Funetionen einführen, welche im un- 
gestörten Problem willkürlichen Constanten gleich werden, haben wir eine Sub- 
stitution zu bewerkstelligen, welche von derselben Natur, wie die in der ein- 
undzwanzigsten Vorlesung betrachtete, aber allgemeiner als jene ist. Im vor- 
liegenden Falle wie dort sind nicht nur für die unabhängigen Variablen q,. 


Gos +: Qu, t und für die gesuchte Function V derselben neue Variable einzu- 
führen, sondern die neuen Variablen sind noch überdies von P,, Pas --- Pa 
d.h. von den nach 9, 9, -.. q„ genommenen Differentialquotienten von V 


abhängig. Die in Rede stehende Transformation geschieht folgendermassen: 
Die partielle Differentialgleichung des ungestörten Problems ist 


(10.) ae BE 
welche wir in der einundzwanzigsten Vorlesung”*) durch die Substitution 
vr = W-ht 
auf die Gleichung 
z Fe h 
zurückgeführt haben. Die vollständige Lösung W dieser partiellen Differential- 
eleichung ist eine Function von 91, 92, -- - Ins welche ausser A noch die n—1 
willkürlichen Constanten A,, ha, ... h,., enthält. Haben wir sie gefunden, so 
ist das System der Integralgleichungen des ungestörten Problems: 
oW oW oW 
oq, UM q. a ee oq, m 
—=t+h, u nn — hı_ı. 
Da h, h,... hy, im ungestörten Problem Constanten sind, so genügt W der 


totalen Differentialgleichung 
dW = p,dg, +p,d, +" +P,4q,- 


*) p. 165. 
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Im Störungsproblem dagegen treten an die Stelle der willkürlichen Constanten 
Functionen der Zeit; Ah, h,, ... h,_, werden variabel, und es kommt zu dem 
vollständigen Differential von W die Summe 


oW ,.8W oW 
a a A 


— (t+M)dh+-h dh + Abi dhnnı 


hinzu. Man hat also im Störungsproblem 
(13) dW=p,dg, +p,dg, +" —+p,dg,+(t+h)dh--h, dh, +h,dh, + +nıdhn—. 


Diese Gleichung wird durch die Integralgleichungen identisch erfüllt, wenn man 
die früheren Constanten als variabel ansieht, d. h. wenn die Integralgleichungen 
nicht mehr die des ungestörten, sondern des Störungsproblems sind. In 
demselben ist also diese Gleichung eine :ıdentische. Daher wird die totale 
Differentialgleichung (12.) für dV nicht verändert, wenn wir die Gleichung (13.) 
für dW von jener abziehen. Nehmen wir die Differenz mit entgegengesetztem 
Zeichen, so ergiebt sich 


dW—V) = (H+9)dt+(t+h')dh+h\ dh, +h, dh, + +MIn-ı dhn—ı. 


Durch die Integralgleichungen des Störungsproblems wird aber auch identisch 
H=h, folglich ziehen sich die auf der rechten Seite stehenden Glieder Hdt+tdh 
in d(ht) zusammen. Indem wir diese Grösse auf die linke Seite bringen, er- 
halten wir 
dW—ht—V) = 2d+h'dh+h dh, + + In dhn-ı 

oder, wenn wir u 

Wk le VAR 
setzen, 

dS —= 2dt+hdh+-N dh, + + din-ı, 

und diese totale Differentialgleichung ist gleichbedeutend mit der oben erhal- 
tenen partiellen Differentialgleichung 


08 


(11.) BE: —2= 0, 
in welcher die Grössen A, h, ... A, durch die Differentialquotienten u. 
08 08 i ; s R ; ; N } 
are, ersetzen sind. Endlich ist die partielle Differentialglei- 


chung (11.) diejenige, .auf welche sich das System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen (8.) zurückführen lässt. So sind wir auf dem kürzesten Wege zu 
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demselben System von Differentialgleichungen 


ee ee, eo 
(8) SIR ee) ea er er BEE, 
Bu a 0 EL. 
A, 20h de u Bee ER Re 


gelangt, welches wir früher auf anderem Wege gefunden hatten. 

Dieses System von Differentialgleichungen gewährt den Vortheil, dass man 
die erste Correetion der Elemente durch blosse Quadraturen findet. Dieselbe 
ergiebt sich, wenn man in 2 die Elemente als constant ansieht und ihnen die 
Werthe beilest, die sie im ungestörten Problem hatten. Dann wird 2 eine 
blosse Function der Zeit £, und die corrigirten Elemente werden durch blosse 
Quadraturen erhalten. Die Bestimmung der höheren Correctionen ist ein 
schwieriges Problem, auf das hier nicht eingegangen werden kann. 

Es gilt noch ein anderes merkwürdiges System von Formeln, welches 
sich ebenfalls auf die Einführung der Constanten Ah, h,, ... Au. A, hi, ... AL, 
als Elemente bezieht. Von den beiden Hauptformen, unter welchen man die 
Integralgleichungen darstellen kann, haben wir nämlich bisher diejenige 


BER Bar 20 00 or. 
H'=h-t, H| nA wecBHeseh.; 


betrachtet, in welcher die Gleichungen nach den willkürlichen Constanten A, 
und A, aufgelöst und die Grössen A, und H, lediglich Functionen der Variablen 


91» Pas »-+ Gm Pıs Pas »-- 2. Sind. Die zweite Hauptform ist diejenige, in 
welcher die 2n Variablen 9, Q3 --- @ns Pı> Pa» --- P„ als Functionen von’ 
t und von den Constanten h, hı, -.- Aus A, Ai -.. Au dargestellt werden. 


Je nachdem man die eine oder die andere Form wählt, hat man es in der 
Störungstheorie entweder mit den partiellen Differentialquotienten der Grössen 
H, und A} nach den Variablen q, und p,, oder mit den Differentialquotienten 
der Variablen q, und p, nach den willkürlichen Constanten Ah, und A; zu thun; 
d.h. man muss entweder, wie Porsson, die Differentialquotienten der Funectionen, 
welche den Elementen gleich werden, nach den Variablen bilden, oder, wie 
Lagrange, die Differentialquotienten der Variablen nach den Elementen. In 
jedem Fall hat man ein System von 4n? Differentialquotienten zu bilden. Die 
Constanten h, und Ah}, welche man durch die Hamiltonsche Form der Integral- 
gleichungen erhält, haben nun ausser den schon angeführten merkwürdigen 


“ 
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Eigenschaften auch «noch die, dass beide Systeme von Differentialquotienten 
entweder gleich, oder entgegengesetzt werden. 
Nach dem in der vorigen Vorlesung bewiesenen Satz. hat man nämlich: 
14 A,H)=0, (H,H, =D Be A;)=0,(4,4,)=0, (35; H:.)=0,..(4, 2, )=0, 
OP can, 190, CH, 10... CH, HL9=0, 1,1, CH, Hl) =0,.. CH En—0 


In diesen 2rn Gleichungen sind die 2n partiellen Differentialquotienten von FA, 


oH, OB OHR DR >H, 
04, 7:05. 0,2000, © ap oe 


die wir als die Unbekannten des Systems ansehen wollen, linear enthalten. 
Als Coeffieienten dieser 22 Unbekannten finden sich in den Gleichungen (14.) 
die 2n Grössen 


dB... 08 SH. 00 u öH 
op, I Op, ’ TE . op, b/ og, b} 09; b) .. . og, 
und die entsprechenden aus der partiellen Differentiation von 7, H;,, ... HA, 


H', H,... HH, Hi --- H,-ı hervorgehenden Grössen. Auf der 
rechten Seite der Gleichungen (14.) steht überall Null, mit alleiniger Ausnahme 
derjenigen Gleichung, deren Coefficienten Differentialquotienten von A; sind, 
und in welcher die rechte Seite der Einheit gleich ist. 

Das nämliche System von linearen Gleichungen, d.h. ein System, in 
welchem die Coefficienten und die rechten Seiten ganz dieselben sind, er- 
hält man aber für die nach A; genommenen Differentialquotienten von —p,, 


— Pay - = —Prs Is 95 --- Qu. In der That, die Integrale 
H= h, BR: Be h, + H, — h,, BERN A; ac hi, ER 2 2 POR g—— Au: 
H=t+hM, H'=#%, H=h,... H=h,... Hı=hı 


werden identische Gleichungen, wenn man sich in denselben für die Variablen 
91509, Ge Ps Des © 2, Ihre ‚Werthe ın ? und 45 2n willkürlichen Con- 
stanten eingesetzt denkt. Daher kann man sie nach jeder der willkürlichen 
Constanten partiell differentiiren und erhält durch Differentiation nach Ah; das 
System von Gleichungen 


OH OH, a EI: ou OH. 
mes ge TR =(), =0, el, 7 L) 
(15 ) oh; oh; oh; oh; oh; Oh; 
> ne =: Re 7! ! RE 
| a ee ee an 
oh; oh; oh; oh; Oh; oh; 


0 


‘von welchen die erste z. B. in entwickelter Form folgendermassen lautet: 


OH Op, „OH &p, |. 39H op„ OH ög, OH &q, RL: 94, 
Op, on Op, om Sp, am dal dg, Oh 09, &h, 


Dies System unterscheidet sich von dem System (14.) nur dadurch, dass an 
der Stelle der früheren Unbekannten 


—=(. 


OH, OH; >80 °H, 

a Be ER op, 2.0052. 282.700 
gegenwärtig die Grössen 

En... 0 00 °q, 

DEF? SENSE NEE EN ne ’ 

es DM oh; Oh; oh; oh: 


stehen. Aber wenn in zwei Systemen linearer Gleichungen die Coeffieienten 
und die constanten Terme einander gleich sind, so sind es auch die Unbe- 
kannten, es sei denn, dass die gemeinschaftliche Determinante der Systeme, d.h. 


im vorliegenden Falle der Ausdruck 
OHoH OH... öH' OH OH, 


a 00, 00 0:0’ 
verschwinde. Dies ist indessen niemals der Fall, denn sonst wären die 2n 
Grössen H, H,,... H,_., H', H,,.... H,_, nicht von einander unabhängige 
Funetionen der On Variablen. 9,9, .... 08: 9..: 9»... 95: und: das: System 


der a wäre unzulänglich, um diese 2r Variablen als Funetionen von 
h, his... Au, W+t, hi, -.. A), zu bestimmen. Demnach sind beide Systeme 
von Unbekannten einander gleich, d.h. man hat 


2 2:7 At 
Re) or ee ee ee 

6.) v 1 ö pP R (7 2 
a PR 3 Di 

oh, Ba N RE 


Diesem System von Formeln, welches aus der Vergleichung der Sy- 
steme (14.) und (15.) hervorgegangen ist, steht ein anderes zur Seite, welches 
durch blosse Vertauschung aus diesem hergeleitet werden kann. Die Systeme 
(14.) und (15.) geben nämlich wiederum richtige Gleichungssysteme, wenn man 
für alle Werthe des Index ? an Stelle der Grössen ohne Strich A;, h, die 
negativ genommenen entsprechenden Grössen mit einem Strich —/l/, —h;, da- 
gesen an Stelle der Grössen mit emem Strich 7,, A; die positiv genommenen 
entsprechenden Grössen ohne Strich /],, h, schreibt. Diese Art von Vertau- 

Jacobi, Werke. Supplementband (Dynamik). 97 
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schung muss daher auch auf das System (16.) anwendbar sein und ergiebt aus 
demselben das neue System von Formeln: 


°q, ES OH; 09, RAN OH; 0q, BE oH; 
7) DR ee a Ben 
17: n 

Op, 22 0 On: 0 a 

en. er a 


Wir fassen das ganze Formelsystem (16.) und (17.) in den vier Gleichungen 
zusammen 


u... 
oh: Op, in op, 
oe 
oh; 04, Oh 99, ' 


und sprechen das gewonnene Resultat in nachstehendem Satz”) aus: 
Denkt man sich vermittelst des in der Hamiltonschen Form aufgestellten 

Systems der Integrale 

a N NOS URN 

Hell tan rt iehı 
einerseits die Constanten h,, h, durch die Variablen p,, 9, und die Zeit t aus- 
gedrückt, andererseits aus denselben Gleichungen diese Variablen durch die Con- 
stanten und t dargestellt, so sind die bei der ersteren Darstellungsweise gebildeten 
partiellen Differentialquotienten der Constanten nach den Variablen p,, q; und die 
bei der letzteren Darstellungsweise gebildeten partiellen Differentialguotienten der 
Variablen p,, q; nach den Constanten abgesehen vom Zeichen paarweise einander gleich. 


*) Dieser Satz ist unter dem 21. Nov. 1838 der Berliner Akademie mitgetheilt. (S. d. Monatsberichte 
a. d. J. 1838, p. 178.) # 


(Ende der Vorlesungen über Dynamik.) 


Anhang: 


Jacobi wurde im Frühjahr 1843 durch schwere Krankheit verhindert, seine Vorlesungen über Dynamik 
zu Ende zu führen. Die Anlage derselben zeigt hinlänglich, dass er als Schluss derselben seine Methode der 
Integration nicht linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung vorzutragen beabsichtigte, welche 
sich in einer im Jahre 1838 verfassten vollständig ausgearbeiteten Abhandlung unter seinen nachgelassenen 
Papieren vorgefunden hat, und welche von mir im 60sten Bande des" mathematischen Journals veröffentlicht 
worden ist. Unter Zugrundelegung dieser Abhandlung versuche ich hier im Sinne Jacobis die Lücke zu er- 
gänzen, welche am Schlusse seiner Vorlesungen über Dynamik geblieben war. Olebsch. 


Die Integration der nicht linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Die Integration der partiellen Differentialgleichung f=h oder H=h 
wurde in der zweiunddreissigsten Vorlesung (pp. 251, 252) auf das System der 


eo simultanen Gleichungen 


.(&) (MH, H,) = 0 
zurückgeführt. Sind die Functionen 7 diesen Gleichungen gemäss bestimmt 
so liefern die Gleichungen 
(2.) H=h H=h,... Hau=h-ı 
solche Ausdrücke der p, für welche 
dV = p,dq, +p,d, ++ P,dg, 
ein vollständiges Differential wird. Statt nun aber die simultane Integration 


des Systems (1.) mit Hülfe der in der vierunddreissigsten Vorlesung darge- 
legten Prineipien fortzuführen, kann man sich die Aufgabe stellen, sofort die 


Ausdrücke zu finden, welche p,, Ps, ... p„ in Folge der Gleichungen (2.) an- 
"nehmen. Denken wir uns, wie in der einunddreissigsten Vorlesung (p. 239) 
auseinandergesetzt ist, p, als Function der Grössen g und von Ps, Prs ==: Pa 


ausgedrückt, hierauf p, als Function der Grössen q und von 95, Pis --- Pu be- 
er: 


— 292 — 


stimmt u.s. w. Wenn p,, Ps, --- P; gefunden sind, so kann man,.ehe man 
zur Aufsuchung von p;;, übergeht, die ersteren Grössen durch Pı41, Pırs> --- Pu 
und die q ausdrücken. Die « Gleichungen, denen die Function p;,, dann gleich- 
zeitig zu genügen hat, findet man aus Gleichung (7.) der einunddreissigsten 
Vorlesung (p. 245), wenn man in dieser :’ der Reihe nach durch die Zahlen 


1, 2, ... i ersetzt und +1 an die Stelle von : setzt. Da p, dann von p;,., 
Dass =». P„, dagegen 9,,, nur von Piras Pirs; --- P„ abhängt, so ciebt die an- 
Pi+2> p gegen Pı+ Pır+2, P pP 8 5 
geführte Gleichung folgendes System: 
op; ö op; 7 op, a cp, J 
As Piz Pı BT 3 +1 sn me "Piz 3 P\ RER R ! Sl Fr 
og, Ir Pirs 09:42 OP;r3 9:43 cp, 09 
OR OP ;4s SO Pix = OP, Pix ee. OPyyı 
Pr dr Pr di42 Pr 443 a 
ni za En el 2_ + nn - Zr Pit Be ++ an OP 
09; 09;41 Pır2 09,40 OP;+3 Og;43 PP, 2q, 
(3.) 3 en Mer Br ee 
OPızı re OPira Og;42 OPirs OI;43 op, I 
Pr Mi Pr DM Pr _P; Pr OP; 
= an Er d E) a m Ferse 
oq 09,1 P;+2 I:+3 On; Og;43 CP, °q, 
= 5 MP ur OP, Pi ar P, Piz ee P, Pin \ 
Pr Gr Piz dr MPirs rs OP, Hr 


Wir können dies System noch dadurch umformen, dass wir nicht p;,, 
als Function von P;45, Pirss » =: Pas Qıs Qa5 --- Qu betrachten, sondern eine Gleichung 
f = Const. 
einführen, welche zwischen p;,, und diesen Grössen besteht. Dann ist, wenn 

h>:i-+l1l: 


und für jeden Werth von A: 
FD PER: 


= 7— —(. 
Pr CU 0q, 
Wenn man also die Gleichungen (3.) mit 5 multiplicirt, so nehmen die- 
+3 


selben folgende Form an: 


of Op :..>0f 09: :.::0f cp, _of 
0—= + + — +4 
og, Re Mrs 99, 0P, 
en 
OP;41 09 41 De 0Q,,5 Op, og, 
[6) 6) Op, © 
ie ren Ti... + a 
a, Dr An Pins 09, 0p 
(4) a N Op, _öf 
Mi Ma OP; Ya op, ©q, 
op. op. 16) 
TR of ep pP; of a P; a: RE or: ef 
og, OP Pi O2 Pirs 0q, OP, 
u ee 
op io dp op i+2 OQ,49 op, 99, 


Die simultane Integration dieses Systems stützt sich auf die Sätze, welche am 
Ende der einunddreissigsten Vorlesung und in der vierunddreissigsten Vorlesung 


gegeben wurden. Ist p, irgend eine der Grössen p,, Ps, ... p,, und ist 
N 
gie Gläichung, vermöge deren p, sich durch P,,1, Piss» - -- Pas Iıs 95 >= - In 
ausdrückt, so ist 
&(y,—P,) BRAUN Op, be Op, 
Pin a 
Fe PER RAN 
0q, 0q, og, 


ist aber A< +1, so hat man 


ölpy,—P,) y,—P,) 
ar i — 
OP, Op, 


Die Gleichungen (4.) können daher auch mit Hülfe der Bezeichnung (Y, w) so 
geschrieben werden: 


—l1. 


(5.) Kap) =I (Fp—Pp)=I ..: (hpy—p)—\. 
Bildet man nun den Ausdruck (9,—P,, 9 —Pı), WO %, 4 irgend zwei der 
Zahlen 1, 2, ... © bedeuten, so findet man 


(@,7=B,> 9,—P}) —. 
Denn sowohl 9,—p,=0, als 9, —p,=0 gehören dem System von Gleichungen 
an, welche zur Bestimmung der p dienen; nach dem am Ende der einund- 
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dreissigsten Vorlesung gegebenen Theoreme muss also obiger Ausdruck ver- 
schwinden. Nun wurde in der vierunddreissigsten Vorlesung dargethan, dass, 
wenn (g,y) = 0, aus einer Lösung F der Gleichung 


(,y)= 0 
Mt PIE TE 


sich ableiten lassen. Wenden wir dies auf irgend zwei Gleichungen 
(,y,—p,)=dI (, 9, —Pp,)=0 


des Systems (d.) an, so folet, dass aus irgend einer Function F, welche der 


die weiteren: 


Gleichung 
MOPITS 
genügt, eine Reihe von anderen Lösungen derselben Gleichung gebildet werden 
kann, nämlich 
F=(BRo,—) F!=-(f, 92) ıEe 
Endlich folgt also auch der Satz: Ist F eine simultane Lösung der Gleichungen 
Ba Pp)=I (Ha—Pp)=VU -.. baum) d 
so sind auch | 
F= (F, 9,—P,): F'= (2 a SEE 
simultane Lösungen derselben Gleichungen. 

Nehmen wir also an, es sei eine gemeinsame Lösung F der ersten A —1 
Gleichungen (3.) gefunden, und es werde eine Lösung gesucht, welche auch 
noch der A" dieser Gleichungen genügt. Dann tritt die Frage auf, ob es eine 
dieser letzteren Gleichung genügende Function ? gebe, welche nur eine Function 
von F, den aus ihr entwickelten Lösungen F', F", ... F%= und von den 
Grössen 9, Juris »-- 9 Ist, welche letzteren offenbar die A—1 ersten Glei- 
chungen (5.) (oder (4.)) befriedigen. Die Zahl « ist dadurch beschränkt, dass 
F® sich durch die vorhergehenden Functionen F, F', ... F“= und durch 
Ins Quiz --- 9; ausdrücken lässt, dass also 

FÜ — IR, F',... FD, g,9q.0.-4). | 
Nun ist die Gesammtzahl aller gemeinsamen Lösungen, welche h—1 von ein- 
ander unabhängige lineare partielle Differentialgleichungen mit den 2n—ı 
Variablen 9,, 93, --- @ns Pirıs Pirss --- P„ überhaupt zulassen können: 
2n—i—(h—1): 
daher ist die Anzahl der Argumente der Function II höchstens dieser Zahl 


gleich, also 
u+i—(h—1) = 2n—i—(h—1), 
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oder 
\ u zZ 2(n—t). 
Sehen wir nun eine Lösung ® der Gleichung 
(6.) (®, 9,2) —=0 


als eine Function der Argumente von II allein an, so erhalten wir 
0 are (®, 2. tert P,) 


RI oo 
(7.) nz Fr 62 3 SR P)+ 7 ör' (F, IE: Pe Fra oFw-) As N, 9 P,) 
o® o® OD 
2 $, ut dur (1 Pr a er ae (> 9, OB 
Da in der A“ Gleichung des Systems (4.) oder (5.) nur nach g,, nicht aber 
nach 9441: 943; - - - 9; differentürt wird, so verschwinden ‘die Coefficienten 
Gar Hm Guepr—Pıh -*- (Qo PP) 


und man findet ausserdem: 

CE Zu 79 El 5 
Berücksichtigt man ferner das Bildungsgesetz der Functionen F, so sieht man, 
dass die Gleichung (6.) oder (7.) in folgende übergeht: 


e® o® o® o® 
ey ög, Eu OF ER Ben. 7 oFw-) — 0. 


Der Anblick dieser Gleichung lehrt, dass es wirklich möglich ist, eine Func- 
tion ? in der angegebenen Weise zu bestimmen; denn die Coefficienten dieser 
Gleichung enthalten nur die Variablen, von denen & abhängig gedacht wurde. 

Um eine Lösung der Gleichung (8.) zu finden, braucht man nur ein 
Integral des Systems 


ee ru _ 
da, il! we, 
oder, was dasselbe ist, ein erstes Integral der Differentialgleichung «'” Ordnung 
er 
day 
i ; i RER a 23 "a 
zu suchen, wo in II die Grössen F', F", ... F“=" durch 73 +: 
dq, ’  dq, dg” 


zu ersetzen sind. 

Man kann dieses Resultat in folgendem Satz aussprechen: Wenn man 
eine simultane Lösung der ersten h—1 Gleichungen des Systems (4.) oder (5.) 
kennt, so erfordert die Auffindung einer Lösung, welche auch noch der I 
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Gleichung genügt, nur die Kenntniss eines ersten Integrals einer Differential- 
gleichung, deren Ordnung die 2(n—ı)* nicht übersteigt. 

Um nun überhaupt eine simultane Lösung des Systems (5.) zu finden, 
hat man nur den soeben durchgemachten Process <mal hintereinander auszu- 
zuführen. Man sucht eine Lösung F der ersten Gleichung (5.) oder ein Integral 
des Systems von 2(n—i) Differentialgleichungen 


dp;.. öp, Mia 0 dp, dp, 
ES ga a Ögiya dq, dq, 
er RR cp, dq;r: SE Er op dq, == RC 
a eo ee a 
Man entwickelt daraus die anderen Lösungen derselben Gleichung 
F=(R9,—r) Fe, —-9)...:. Peer ei 
Jedes erste Integral der Gleichung 
er n( RE i ) 
dq“ Br a) ‚I far Di) 


welches eine, willkürliche Constante enthält, liefert dann eine Lösung, welche 
den beiden ersten Gleichungen (5.) genügt. Sei ® diese Lösung; man bilde 


0 = (8,9,—2,) P"'— (ld, 9 ON = ID, 95.001, 4,9454) 
Jedes erste Integral der Differentialgleichung 
EB u( dd d’® AR ; ) 
dqr ’ dg, ’ dq: den: ‚935 dus :h 


welches eine willkürliche Constante enthält, giebt dann eine Function, welche 
den ersten drei Gleichungen (5.) genügt, u. Ss. w. 

Die Auffindung einer simultanen Lösung des Systems (5.) oder (4.) er- 
fordert also die Kenntniss je eines ersten Integrals von z Differentialgleichungen, 
deren erste von der 2(n—.)" Ordnung ist, während die anderen auch von 
niedrigerer Ordnung sein können. 

Der ganze Verlauf des Integrationsgeschäftes erfordert also zunächst die 
Bestimmung von p, aus der gegebenen partiellen Differentialgleichung. Hat 
man diese geleistet, so sucht man erstens ein Integral des Systems von 2(n—1) 
Differentialgleichungen: | 


a m m u... 
dq, 9%,  dq, 99, dg, ag 
a. 
dq, op,’ dig, 2 dq, Op, 


Aus dem gefundenen Integral bestimmt man p, als Function der q und der 
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folgenden p, und indem man diese Function in den Ausdruck von p, einführt, 
stellt man p, in gleicher Weise dar. 

Hierauf sucht man zueitens ein Integral des Systems von 2 (n— 2) Diffe- 
rentialgleichungen: 


dp 6 Pi dp, £ op, dp, op, 
dg 09; ; dq, oq, Ra dg °, ; 
dq, 5 O7 2 dq, o I 1 dq, op, 
dg Bg P; { dq, as op, i I E, dq, . 7 En i 


wobei die Differentialquotienten von p, in dem neuen jetzt festgesetzten Sinne 
zu nehmen sind. Ein Integral dieses Systems sei F—= ÜÖonst. Man bilde 
oF op, OF op, OF Op, OF 


F a de = ++ here r EEE ARTS, 
09, 09% ©p, og, ©p, og, OP, 

a rt 000 
09,..00:...500,..00 op, 909g, 

a ee 0m OP \..;0m, OF 
90,.7:04,.:0P, og, op, 0q, Op, 

69, öF' öp, äF' Op, OF’ 

Oi 09, 0p,. 0, op, 89 


U. Ss. W. 


bis man zu einer Function F“ gelangt («= 2(n —2)), welche sich als Function 


von 3, F, F',.... F@=® darstellen lässt. Ist dieselbe 
| Fo = U(R,F',...Fw-v,g,), 

so suche man ein erstes Integral 
( AR :@HF d"’F 


u... 


RE a9) — (Üonst. 
der Differentialgleichung «'“" Ordnung 
ER u( ne. er a) 
de U N 
und bilde die Gleichung 
| DR, F',F",... F@-D,g,) — Const. 
Diese Gleichung dient zur Bestimmung von p,. Hat man dieses durch p;, 
Ps> --: Pu und die q ausgedrückt und dadurch auch p,, p, als Functionen eben 
‘ dieser Grössen dargestellt, so sucht man drittens ein Integral des Systems ge- 


wöhnlicher Differentialgleichungen 


dp Er 9 dp RETEN op 1 dp, ae op ı 
dq "TR TB Be 09,’ 
da, op, dg, op, ig; op, 
a a ee er RR 
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Ist dieses Integral & — Const., so bilde man wieder 


D' — ad Pr op MP OB une OP; ao 
04, 04, 9, 04.09 dq, ©p, 
a N er: Bias 
op, 0 9m 99% op, 99, 
we A or, OB! 0, as Ip, IP 
09,09, 09, ..00 08, 9q, OP, 
öp, 6 Op, Bw ap, SP 
op, 0q, op, 99, op, °q, 
USW > 
bis man zu einer Function 
| Bun — UP,D,... Be), q,,9,) 
gelangt (v < 2(n— 3)), und suche ein erstes Integral 
I 127 N v—1 5 
X (# a 5 ar ER 4.) — Vöhst, 
der Differentialgleichung »"" Ordnung 
VB ARE ap 
d - ule, Er Ta 0) 
Aus der Function 
X, 1,0", ... Bo), g,,q,) 
bilde man nun die weiteren Functionen 
m. OX ER Op, 8X Op; oX Op, 8X 
0, 04 or 95 0 9q, OP, 
2,00, 08 00% OR 
Hp, 9, m 9% op, 99, 
Ba 0X 9, oX' Op, 92... ep, 9X! 
o,. 94, 9, 04 0m ög, OP, 
ap 9X _ 0 28 _ Op 9X 
9.00 DD a0 99, 
U... 8. W. 


bis man zu einer Funetion 


m — UR,X, RN) 
— 2(n—3)). Man suche sodann ein erstes Integral 
AX a: i 
2(x, ER ) %) — Const. 
der Differentialgleichung e' Ordnung 


PX BER u(x AX IEPX, 4.) 
dqe Dt 


dqe7 


Die Gleichung | 
DR, X... I ,g) = Oont, 
dient dann dazu, p, durch 5, Ps, -.- p„ und die q auszudrücken, und also 
auch pP); Ps, Ps durch diese Grössen darzustellen. 

Indem man auf diese Weise fortfährt, gelangt man endlich dazu, p,, 


Ps --- Pn_ı als Funetionen von p, und von den Grössen q zu bestimmen. Man 
sucht dann die letzte Grösse p, durch die q allein auszudrücken. Dies geschieht, 
indem man zunächst ein Integral 5° des Systems 

dp, 2 op, dq, e 2. 

BE se, 0 


ableitet. Man bildet sodann 

IE, Mm IE _ Mm 98 

a 0g, 0q, op, Op, 0q, & 
a8’, öp, O8! m, dE' 


U 


84, 8, Op, &p, 0,’ 
_ von denen jedenfalls die letztere, wenn nicht schon die erstere, sich durch 5, 
beziehungsweise &, Z’ und die Grössen 3, 93, -. Qu, ausdrücken lässt. Man 
inteerirt dann entweder, wenn 

EM, 9, 153 4-1) 
ist, die Gleichung 


—='U(CE, CE Er 


oder, wenn 
Fl r ud hm | 
Ei HAN, 4) 


ist, die Gleichung 

IE, ang u): 

dg; EN äh 
Indem man den Differentialquotienten von Z wieder durch £' ersetzt, gelangt 
man dann im ersten Falle zu einer Function F= (5, 9,95, ... Q,_,), im 
zweiten Falle zu einer Function Y= Y(5, &', 9. 95; --- 1-1). Aus der Function 
Y werden sodann die Functionen 
oY RL RL 


TE TR 
=, er om am dmarı 


abgeleitet, u. s. w. Indem man so fortfährt, gelangt man endlich zu einer 


Function Z, aus welcher man die Funetionen 


Sie 


0oZ £ Es 8Z EN ER 07 


Be: RR og. Mm, On: og, 
zu _ DE, Wa 82! _ Mani B2U 
| | | On »." 09,720, 09, 0g, | 
ableitet. Ist schon Z’ eine Function IT von Z und q,_1, so intesrirt man die 
Gleichung \ Be 5 ua : 
rn = U(Z, nd y 
und ihr Integral liefert die letzte Gleichung, vermöge deren p, sich dureh die q 


ausdrückt. Ist aber erst 
ze 1220) 


so sucht man ein erstes Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung 


EA \ N 
Be RE. In) 
Ist dieses Integral 
: Z 
10) (z, Bl q .) == Gonst,, 
1 BR ec 


so ist 
0(2, 2',q,_,) > Const. 
die Gleichung zur Bestimmung von p,. 

Durch diese Operationen ist die Aufsuchung einer vollständigen Lösung 
der vorgelesten partiellen Differentialgleichung soweit geführt, dass nur noch 
die Quadratur 

res [ (Pd +P,d, + +P,4q,) 
auszuführen bleibt. Wenn man alle vorkommenden Systeme auf je eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung höherer Ordnung reducirt, so ist im Ganzen 
je ein Integral zu suchen für 
1 Differentialgleichung 2(r — 1)" Ordnung, 
2 Differentialgleichungen 2(n — 2)" Ordnung, 


? Differentialgleichungen 2(n — 1)" Ordnung, 


n— 1 Differentialgleichungen ' 2’ Ordnung. 
Aber nur im ungünstigsten Falle erreichen alle Differentialgleichungen wirklich 
die hier angegebene Ordnung. Im Allgemeinen wird von jeder Klasse nur eine 
Gleichung jene Ordnung erreichen, die Ordnungen der anderen aber werden 
sich mehr ‘oder minder erniedrigen. 


Im Verlage des Unterzeichneten erscheinen 


C. 6 I. JACOBIS 
GESAMMELTE WERKE. 


HERAUSGEGEBEN AUF VERANLASSUNG 
DER KÖNIGLICH PREUSSISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN. 


Erster Band. | 
Zweiter Band. } | 
Dritter Band.“) Algebra. Transformation vielfacher Integrale. 


Vierter Band. ]) _--»  .,,. 
Fünfter Band. | Differentialgleichungen. Dynamik. 


Elliptische und Abel’sche Functionen. 


Sechster Band. Reihen. Bestimmte Integrale. Zahlentheoretische, astrono- 
mische und geometrische Abhandlungen. 


In diesen‘ sechs Bänden finden sich sämmtliche mathematische Arbeiten Jacobi’s 
vereinigt, die von ihm selbst veröffentlicht oder im Wesentlichen druckfertig hinterlassen 
worden sind. An sie schliessen sich Supplementbände an, welche Ausarbeitungen einiger 


Vorlesungen Jacobi’s enthalten. 


. Bis jetzt sind erschienen: 
Erster Band, herausgegeben von €. W. Borchardt. 1881. M. 18.—. 
Zweiter Band, herausgegeben von K. Weierstrass. 1882. M.17.—. 
Supplementband, herausgegeben von E. Lottner: Zweite, revidirte Ausgabe der von 
A. Clebsch herausgegebenen Vorlesungen über Dynamik (ohne die der ersten 


Ausgabe beigefügten, jetzt für den fünften Band der Werke bestimmten, nach- 
gelassenen Abhandlungen). IB NIE 


Der Dritte Band, herausgegeben von K. Weierstrass, geht seiner Vollendung 
entgegen. BEN 


Ber 


*) Der Inhalt des 3. Bandes war nach dem ursprünglichen Plane auf zwei Bände vertheilt, weshalb 
statt der in der Vorrede zum ersten Bande angekündigten sieben Bände deren nur sechs erscheinen werden. 


Berlin, im März 1854. i CH Reimer. | er 
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